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Apéndice B
Inducao e Recursao

0.1 Inducao

Um tipo de construgao muito 1atil em logica e em matematica é aquela que nos
permite ’construir’ um certo subconjunto de um dado conjunto X partindo
de um elemento qualquer de X (ou de alguns elementos) e, aplicando certas
operacoes, exprimir a idéia do "e assim por diante". O conjunto procurado
é 0 'menor’ conjunto que contém o(s) elemento(s) destacado(s) e é fechado
para as operacoes em questao. Qualquer elemento deste subconjunto sera
um elemento de X que pode ser obtido a partir do(s) elemento(s) inicial(ais)
pela aplicacao das operacoes em selecionadas um nimero finito de vezes.

Por simplicidade, consideremos um caso particular no qual h& conjunto
inicial

BCX

e uma classe F' de funcoes com pelo menos dois elementos f e g, sendo
f X xX—Xeg: X—X.

Sendo a,b € B, o conjunto procurado, que vamos chamar de C, contera por
exemplo

b, f(b,0),9(a), f(g(a), f(a,b)), 'e assim por diante’

Dizemos que S C X é indutivo se B C S e S é fechado para as operacoes
f e g. Seja C a intersecao de todos os subconjuntos indutivos de X; é facil
ver que C' é indutivo e que é o 'menor’ conjunto indutivo, no sentido de estar
contido em todos os outros. Este C' é dito gerado por B mediante f e g.
Vem entao o seguinte
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Principio de Indugao Suponhamos que C' seja gerado por B por meio
das fungoes em F. Se S é um subconjunto de C' que inclui B e é fechado
relativamente as operacoes de F, entao C' = S.

Como obter este conunto C7 Um modo de gerar C' a partir de B C X por
meio de fungoes em F' é o seguinte. Chamamos de seqiiéncia de formagao
uma seqiiéncia finita

(oy .oy Tp)
de elementos de X tais que, para cada v < n,
r; € B ou
z; = f(z;,2), com j, k < iou

z; = g(z;), com j < i.

Assim, C' sera o conjunto de todos os x que sao o ultimo elemento de uma
seqiiéncia de formacao. Para obté-lo, basta consider C), como o conjunto de
todos os = cujas seqiiéncias tém comprimento n. Entao vem que

C,=B e C:UCn.

Um exemplo importante, que explica o proprio sentido da palavra ’in-
dugdo’ (finita) em matematica ¢ o seguinte.! Suponha que X é o conjunto
dos nimeros naturais, que chamaremos, como é usual, de N. Sejam ainda
B = {0} e f: N+ N a tnica fun¢ao em F, dita 'func¢ao sucessor’, definida
assim: para cada x € N, f(x) = x+1. Deste modo, as seqiiéncias (xq, . .., T,)
ficam:

(0)
(0,1)

(0,1,2)

LA palavra "finita’ foi colocada aqui entre parénteses porque ha outras formas de indugio
distintas da que estamos considerando, como a inducéo transfinita.
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Entao, sendo C,, como acima para n € N, temos que o conjunto resultante
C' é o proprio conjunto N, ou seja,

c=Jc. =N

Em outras palavras, N é o 'menor’ conjunto indutivo gerado a partir do
zero (na verdade, a partir do conjunto cujo unico elemento é o zero) por
meio da funcao sucessor. Em outras palavras, como C' é o 'menor’ conjunto
indutivo, entao N é o 'menor’ conjunto de ntmeros naturais que contém
0 zero e o sucessor de cada um de seus elementos, ou, como expressamos
informalmente,

N={0,1,2,...}.

Vejamos um outro exemplo utilzando aquilo que ja aprendemos antes.
Aqui, X é o conjunto de todas as expressoes da linguagem do Calculo Proposi-
cional Classico estudado anteriormente. QQueremos caracterizar o conjunto
C de suas formulas. Para isso, vamos considerar um conjunto inicial B de
todas as variaveis proposicionais A, B, C, ... (que, como vocé deve lembrar,
sao formulas). Entdo, para F' tomamos o conjunto cujos elementos sdo as
funcoes abaixo definidas, para « e (§ formulas quaisquer:

& (a) = na
Enla, B) =anp
&vla,B)=aVp
(o, f)=a—p
(oo, B)=a <0
Tomamos agora todas as seqiiéncias finitas (zo, . .., ) com zo € B (ou

seja, Ty ¢ uma variavel proposicional) e para cada x; restante, ou z; = £.(x;),
com j < iouz; =&(xj,xk), com j,k <iexe{AV,— <} O conjunto
de todos os x, assim obtidos é precisamente o conjunto das féormulas de
nosso calculo. O Principio da Indugao vai dizer que esse conjunto é o menor
conjunto que contém todas as féormulas.
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0.2 Recursao

Como anteriormente, sao dados X e B C X, além de duas fungoes f e g como
acima (como acima, ficaremos restritos a este caso particular mais simples).
Seja C' o conjunto gerado por B a partir de f e g. O problema agora é definir
uma funcao h sobre C' qua aja resursivamente. Intuitivamente, isso funciona
do seguinte modo: supomos que seja dados

1. Regras para computar h(z), para cada x € B
2. Regras para computar h(f(z,y)), fazendo uso de h(x) e de h(y)

3. Regras para computar h(g(z)), usando-se h(z).

Tomemos um exemplo. Seja B um conjunto qualquer de variaveis proposi-
cionais do nosso calculo. Vimos que uma wvalora¢ao ¢ uma aplicacao v : B +—
2; como anteriormente, se v(P) = 1, dizemos que P é verdadeira para a
valoracao dada, e P sera falsa se v(P) = 0. Seja agora o conjunto C' gerado
por B a partir das funcoes &-,&x, &y, € e £, acima.

Vamos agora definir, para cada valoracao v, uma aplicacao v’ : C' +— 2
como fizemos na se¢ao??, ou seja:

(a) Para cada P € B, v'(P) = v(P)

(b) v'(—a) = (v(«))*, onde z* denota o complemento de x na algebra de
Boole 2

(¢) v'((a = B)) = (v'(e))" L' (5), ete.

Como dito naquela oportunidade, a questao agora é provar que h& uma
tinica v que preenche as condigoes acima. O que garante isso é o Teorema da
Recursao visto a seguir.

0.3 O Teorema da Recursao

Como deve ter ficado claro acima, a idéia intuitiva da inducao é a de, por
assim dizer, legitimar o ‘e assim por diante’. Ou seja, admita que iniciamos
com um certo elemento a (em algum conjunto X) e, mediante alguma fungao
h definida sobre X, obtemos h(a), h(h(a)), ‘e assim por diante’. Ou seja,



O Teorema da Recursao 131

a funcao h, tomada reiteradamente, fornece algum modo de ‘passar de um
elemento de X para outro’, e deste para outro ainda, e assim por diante.
A partir dessa funcao h definimos entao uma outra funcao f : N — X
pondo f(0) = a, f(1) = h(a) = A(f(0)), f(2) = h(1) = h(f(1), e (de
novo!!) assim por diante. A func¢do f prové entdo a idéia de que formamos
uma sequéncia? mediante os valores sucessivos da funcao h; o ‘e assim por
diante’ seria justificado se conseguirmos explicar adequadamente o processo
de indugao. O artificio da indugio (i.e., a sua ‘descrigao precisa’) teria que
dizer que faz sentido haver uma funcao como a f acima, definivel a partir de
uma tal h. Mas, serd que ha mesmo uma tal funcao? A garantia desse fato
vem do teorema abaixo.

Teorema 0.1 (Recursao) Seja P um sistema de Peano e X um conjunto
qualquer tal que a € X. Ademais, seja h : X — X uma funcao. Entao existe
uma unica fungao f: N — X tal que:

f(0)=a
f(Sn) = h(f(n)), para todo n € N

Demonstrac¢ao: Uma funcao de N em X é um certo conjunto de pares ordena-
dos da forma (n,z), comn € Ne x € X. Chamemos de C a colecao de todos
os subconjuntos A de N x X para os quais (0,a) € A e que (Sn,h(x)) € A
sempre que (n,z) € A. Evidentemente esta cole¢ao nao é vazia, posto que ao
menos N x X tem estas propriedades. Seja f a interse¢ao de todos os conjun-
tos desta colecao, a qual pertence a C, ou seja, tem também as propriedades
desejadas. Se mostrarmos que f é uma funcao, teremos obtido o que solicita
o teorema. Faremos a prova por indugao, olhando-a do seguinte modo: o que
estamos tentando provar é que se (n,x) € f e se (n,y) € f, entdo x = y.
Ou seja, a ‘propriedade’ (vamos designé-la ‘P’) de niimeros naturais a ser
investigada ser uma propriedade de todos os niimeros naturais ¢ a seguinte:
“para cada n € N existe um unico z tal que (n,z) € f7. Inicialmente veremos
que 0 tem esta propriedade. Ja temos que (0,a) € f por definigao de f; resta
provar que nao ha outro b # a tal que (0,b) € f. Com efeito, se ha um tal b,
podemos considerar o conjunto f—{(0,b)}, que ainda contém (0, a) e contém
(Sn,h(x)) se contém (n,x); con efeito, como para todo n tem-se que Sn # 0,
entao (0,b) # (Sn, h(n)), ou seja, o elemento eliminado de f nao é por certo

2Uma sequéncia de elementos de um conjunto X nada mais é do que uma funcio de N
(o conjunto dos niimeros naturais) em X.



132 Bibliografia

(Sn, h(z)). Consequentemente, o conjunto f — {(0,b)} pertence a colecao C
definida acima. mas entdao ha um ‘menor’ conjunto (a saber, f —{(0,b)}) que
pertence a colecao e tem as propriedades requeridas para f, e f nao poderia
ser o ‘menor’ deles (a intersegdo de todos os conjuntos da cole¢ao C'). Logo
nao pode haver tal b e portanto 0 tem a propriedade acima mencionada.
Suponhamos agora que n tem a propriedade P (hipotese de indugao). Quer-
emos mostrar que Sn também tem a propriedade P. Para tanto, note que
a hipotese de inducgao indica que existe um tnico x € X tal que (n,z) € f.
Mas entao (por defini¢ao de f), temos que (Sn,h(z)) € f. Se fosse o caso
de Sn ¢ f (isto é, se Sn nao tem a propriedade P), entdo (Sn,y) € f para
algum y # h(x). Formemos, em analogia como o que fizemos acima, o con-
junto f — {(Sn,y}, o qual contém (0,a) como elemento, posto que 0 # Sn
para todo n e que conjunto diminuido contém (Sm,h(t)) sempre que con-
tém (m,t). Entao, das duas uma: m = n ou m # n. No primeiro caso, o
conjunto diminuido contém (n, h(x)) posto que h(z0 # y pela imposi¢ao que
fizemos acima. Se por outro lado m # n, entdo como Sm # Sn (a fungio
sucessor é injetiva), vem que o conjunto diminuido contém (Sm,h(t)). Em
outras palavras, o ‘conjunto diminuido’ acima pertenceria a familia C' e seria
‘menor’ que f, contra a hipotese. Logo, Sn tem que ter a propriedade P e f
é de fato uma funcao, como querfamos demonstrar.l
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