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As our mental eye penetrates into smaller and smaller
distances and shorter and shorter times, we find nature
behaving so entirely differently from what we observe in
visible and palpable bodies of our surrounding that no
model shaped after our largescasle experiences can ever
be true.

Erwin Schrédinger (1952)
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Resumo

Exibir a contraparte ‘estrutural’ de uma teoria cientifica, consiste essencial-
mente em se explicitar a [espécie de] estrutura matemaética a ela relacionada.
Em geral, tais estruturas sdo formuladas no escopo de uma teoria de conjuntos,
como Zermelo-Fraenkel ou Kelley-Morse, mas evidéncias recentes no campo das
ciéncias reais, como por exemplo certas questoes envolvendo os fundamentos da
mecnica quantica (que é o caso aqui considerado), parecem apontar para a ne-
cessidade de se considerar estruturas légico-matemaéticas que para serem erigidas
necessitam de contextos distintos dos sistemas conjuntistas usuais, como teorias
intensionais de conjuntos ou outros sistemas baseados em logicas heterodoxas,
em especial (no caso aqui investigado) em logicas nao-reflexivas, em particular
nas teorias de quase-conjuntos.

Tomando-se por base algumas das principais caracteristicas das particu-
las elementares tais como descritas pela mecénica quantica (nfo relativistica),
elabora-se um conceito de quanta. Tais quanta sao entendidos como entidades
destituidas de qualquer forma de ‘substratum’, sendo caracterizados unicamente
por um certo nimero de propriedades (leis fisicas) a que devem obedecer. Nesse
sentido, sao entidades nomoldgicas, dadas por leis. Em particular, resulta que
tais entidades violam a teoria usual da identidade da légica e da matemaética
tradicionais, resultando serem ‘ndo-individuos’ em um sentido, apresentando tao
somemte um tipo de ‘identidade vaga’. Ademais, ndo sendo individualizaveis,
tais quanta estdo muito proximas daquelas entidades que compdem a ontologia
basica das teorias quanticas de campos, as quais podem ser denominadas, pelo
menos em principio, de ‘teorias de particulas nao-rotuléveis’.

Uma ‘logica’ de tais entidades é entdo arquitetada. A teoria de quase-
conjuntos aqui desenvolvida pode servir de aparato matemaéatico para se eri-
gir aquelas estruturas que aparentemente sao demandadas pela microfisica. A
teoria fundamenta-se em trabalhos anteriormente realizados, mas uma série de
questoes novas sao apontadas no contexto das teorias de quase-conjuntos e de
certas logicas intensionais.

Em esséncia, esta investigacdo caminha na direcao de se prover uma re-
sposta adequada a uma questao de relevo colocada recentemente no contexto
das pesquisas atuais acerca dos fundamentos da matemética, a qual denomi-
namos de O Problema de Manin.
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Abstract

The ‘structural’ counterpart of a scientific theory consists, roughly speaking,
in describing its underlying species of structures. In the usual cases, such struc-
tures are built in usual set theories like Zermelo-Fraenkel or Kelley-Morse, but
recent developments raised by (in the case here considered) quantum mechan-
ics, have suggested that more general structures should be considered in order
to cope with, for instance, the concept of quanta, in particular those based on
intensional set, theories or on some heterodox logic like (in the case under study)
non-reflexive logics and quasi-set theories.

Starting from a concept of ‘classical objetc’, essentially that one character-
ized by classical physics, a concept of gquantae is delineated to cope with those
entities which violate the traditional theory of identity of classical logic and
mathematics. The quanta are ‘non-individuals’ in a sense and have only a kind
of ‘vague’ identity. Such non individuatable entities are characterized as nomo-
logical objects, having no any kind of ‘substractum’. This approach seems to be
closely related to those ones which constitute the basic ontology of the quantum
field theories, which may be considered as theories of ‘unindexed-particles’.

A “‘logic’ of such quante is articulated by means of some previous works
by using the quasi-set theories, but some novelties with respect to these works
are presented, as for instance the introduction of some concepts which strongly
depend on the intensional counterpar of the quasi-set theory. By using such a
theory, the mentioned more general structures demanded by microphysics might
seem to be built.

In essence, in finding axioms for dealing with collections of indistinguishable
objects, this thesis works in the direction pointed out by Yu. I. Manin as one of
the most important problems to be solved by the present researches in the field
of the foundations of mathematics, which we call this The Manin Problem.



Capitulo 1

Introducao

The twentieth century return to Middle Age scholastics
taught us a lot about formalisms. Probably it is time to
look outside again. Meaning is what really matters.

Yu. |. Manin

P. Jourdain, na Introdugéo 4 sua tradugio da obra de Cantor [9], menciona
que, para J. Fourier, a matematica s6 encontraria justificativa no auxilio que
pudesse prestar & solucao de um problema fisico. Tal visao de Fourier refletiria
o fato de que, até meados do século passado, matematica e fisica constitu-
iam quase que um ramo Unico do conhecimento, tendo sido estabelecida uma
distingdo mais clara entre essas disciplinas somente no decorrer deste século.
Esta opinidao é corroborada por exemplo por Yu. I. Manin, que enfatiza que
a ‘separacao’ havida entre matematica e fisica se deveu, dentre outros fatores,
a crescente ‘introspeccao’ e desenvolvimento interno de cada disciplina, a elab-
oracdo de modelos proprios, usando ferramentas que se tornaram peculiares a
cada uma delas, de sorte que os objetivos de maneira geral deixaram de ter um
denominador comum; em esséncia, segundo Manin, “Physicists were disturbed
by the interrelation between thought and reality, while mathematicians were
disturbed by the interrelation between thought and formulas”.[82, p. ix]

Essa ‘olhada interna’, no entanto, foi fundamental para o estabelecimento da
matemaética como a entendemos hoje. Segundo Bourbaki, a axiomatizacio das
diversas disciplinas e a constatacao de que h4 teorias nao categéricas, admitindo
modelos ndo isomorfos entre si, como a teoria dos grupos por exemplo, foi fator
preponderante para o surgimento da ‘nova matemaética’ [7, p. 20]. Com efeito, os
matematicos em grande parte teriam passado a se ocupar preponderantemente
do estudo abstrato de tais estruturas axiomaticas, sem mencao direta as suas
possiveis realizacbes (digamos) ‘praticas’.



Esse caminhar da matemaética fez com que ela transitasse, grosso modo, de
um corpus de conhecimento utilizavel para a busca de entendimento dos feno-
menos do mundo, a uma ciéncia que se tornou, em resumo, o estudo geral de
espécies de estruturas, como nos aponta a obra de Bourbaki.! Tais espécies
de estruturas sdo, em esséncia, férmulas elaboradas na linguagem da teoria dos
conjuntos.?2 Observa-se que tal fundamentacdo da matemética em principios
gerais e abstratos, s6 foi possivel como a evolucao do método axiomético, o
desenvolvimento da logica, e a fundamentagdo axiomética da teoria dos conjun-
tos.?

Por outro lado, as maneiras alternativas de se axiomatizar a teoria intuitiva
dos conjuntos de Cantor, o desenvolvimento da teoria dos tipos, bem como o pos-
terior advento da teoria das categorias, vieram mostrar que ndo h& modo tnico
de se fundamentar a matematica. Ademais, percebeu-se que tais ‘alicerces’ con-
stituiam teorias essencialmente distintas umas das outras e, mais ainda, muitas
eram nao equivalentes entre si.

Com efeito, resultados como as provas da consisténcia e da independéncia
do axioma da escolha e da hipétese generalizada do continuo e o subsequente
desenvolvimento das ‘matematicas ndo-cantorianas’ [12, 66], vieram mostrar que
ha varias e nao equivalentes ‘matematicas (classicas) possiveis’, todas licitas do
ponto de vista mateméatico, e nao h& nada que justifique que uma delas deva
ser dita ser a que deva prevalescer sobre as demais, uma que seja a ‘matematica
verdadeira’, e que possa relegar as outras a meras possibilidades teéricas.

Ademais das matematicas de cunho classico, ou seja, fundamentadas na
logica tradicional, como a matemaética usual, a matematica de Solovay ou out-
ras,* pode-se considerar ainda a possibilidade de matematicas baseadas em l6g-
icas alternativas a classica, como as matematicas paraconsistentes [17, 86] ou a
matematica quantica [120, 121]. A situacdo, perante essa profusio de matemati-
cas possiveis, € em muito semelhante aquela estabelecida quando do surgimento
das geometrias nao-euclidianas. Como se sabe, muitos aceitavam tais geometrias
como meras ‘possibilidades matematicas’, relegando no entanto & geometria eu-
clidiana o papel de ‘geometria verdadeira’. Porém, assim como se compreendeu
(sobretudo apos Hilbert) que ndo ha ‘geometria verdadeira’, do mesmo modo
se constata que todas essas matematicas tém, por assim dizer, o mesmo status
matematico, e a escolha por uma ou outra s6 pode ser feita por critérios de
indole pragmaética.

De certo modo, a flexibilidade mencionada acima acerca do uso e da pos-
sibilidade de desenvolvimento de matematicas alternativas & usual, corrobora
ainda mais o conhecido dito de Cantor de que a esséncia da matematica radica
em sua total e completa liberdade.

LCabe observar que, para Bourbaki, uma espécie de estruturas é um testo (cf. [6, p. 262]),
ou seja, seu tratamento é puramente sintatico. Uma versdo ‘semantica’ da teoria das espécies
de estruturas é apresentada em [24].

2Falaremos mais sobre tais formulas, ou predicados de Suppes, em outras partes desta tese.

3Ver [21, Cap. 2] para uma descri¢io mais pormenorizada dos demais fatores que possibil-
itaram essa transicdo. Ver também [7, Cap. 1].

4Ver o artigo de T. Jech [66].
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Com efeito, como sugere a frase de Manin mencionada na epigrafe desta In-
troducdo, no decorrer deste século a mencionada ‘introspeccao’ nos fez aprender
muito acerca dos formalismos, seus alcances e limites. No entanto, a ‘realidade’
e as ciéncias reais estao ainda, como sempre, sugerindo e motivando novos es-
tudos acerca dos fundamentos da matematica.® Um dos objetivos desta tese &
mostrar em que sentido a fisica quantica nos apresenta uma situacao que parece
sugerir que novas espécies de estruturas sejam consideradas, de sorte que vérias
intuicoes e constatacoes, digamos ‘fisicas’, possam ser mantidas tal como sugere
a mecanica quantica e a intuicdo de pensadores como Schridinger, Heisenberg
e outros. Neste trabalho, fazemos uma exposicao de alguns dos principais pon-
tos relacionados com essa problemaética, incluindo os resultados por nés obtidos
sobre o assunto.

Cabe mencionar que a abordagem axiomética as teorias das ciéncias reais
tem se mostrado vantajosa sob varios pontos de vista, dentre outras coisas por
possibilitar um tratamento por assim dizer ‘unificador’ das diversas disciplinas
cientificas [110], mais ou menos nos moldes propugnados por Bourbaki para as
disciplinas matematicas [6]. No que se segue, ficaremos restritos a consideagées
acerca das disciplinas da fisica.

Em geral, o arcabougo matematico utilizado para se estruturar as disciplinas
da fisica é a teoria usual de conjuntos. Falando sem muito rigor, uma teoria
fisica pode ser vista como uma tripla ordenada T = (M, A, p), na qual M denota
uma espécie de estruturas, no sentido Suppes-Bourbaki [24], A é o ‘dominio de
definicdo’ de ¥ e p fornece as ‘regras de interpretacdo’ que relacionam M e A
[27].

Nos casos usuais, como na mecanica Hamiltoniana, na teoria eletromagnética
de Maxwell, na teoria da relatividade geral, entre outras, a estrutura matematica
M é caracterizada por uma férmula (o ‘predicado de Suppes’) da linguagem de
uma teoria de conjuntos, como Zermelo-Fraenkel ou Kelley-Morse [27]. Uma
teoria, vista sob esse prisma, é entdo caracterizada pela classe de seus modelos,
ou seja, pela classe de estruturas conjuntistas que satisfazem o predicado de
Suppes em questdo [25, 24, 109].6

No entanto, varias discussoes na literatura recente tém sugerido que questoes
envolvendo os fundamentos da fisica, em especial da mecanica quantica, como
aquelas envolvendo os conceitos de identidade e individualidade de particulas
elementares, apontam para a necessidade de se considerar arcaboucgos tebricos
mais gerais do que os contextos conjuntistas extensionais usuais. Como disse
M. L. Dalla Chiara, uma das pessoas que mais tem investigado o tema,

Significant counterindications against the adequacy of a purely ex-
tensionalistic approach in semantics have been suggested by contem-
porary physics. Microphysics seems to be, from a semantical point of
view, essentially a world of intensions, where individual objects and

5No caso especifico da microfisica, pode-se consultar [32]. Ver também a frase de Manin
citada no inicio do Capitulo 1.
6No Capitulo final faremos algumas observacdes sobre este ponto.



sets of individual objects appear, so to speak, as unnatural notions.
The concept of extension (reference) becomes more and more blurred
as we go deep into the logical intrincacies of Quantum Mechanics.
(-..) In my opinion, some characteristic semantical features which
clearly appear in the logical investigations about the microuniverse
do not merely point out some fairly pathological aspects of a world
that is far apart from our human world. On the contrary, they make
us aware about certain oversimplifications of our usual semantical
principles. [34]. (ver também [37, 30])

Essa ‘questao seméantica’ para a microfisica motivou o desenvolvimento de
teorias em certos aspectos mais gerais que as teorias de conjuntos usuais. M.
L. Dalla Chiara e G. Toraldo di Francia propuseram em [37] uma teoria de
quasets para tal fim; independentemente, vinhamos investigando a questao sob
outro prisma (cf. [69]), tendo chegado a uma teoria de quase-conjuntos [69, 72,
76, 31], a qual guarda similaridades com a dos autores italianos. Um estudo
‘comparativo’ entre essas teorias é esbocado no Capitulo 3.

Em resumo, o que nos tem guiado (assim como a Dalla Chiara e Toraldo di
Francia) é basicamente estruturar um aparato mateméatico no qual as ‘estruturas
da fisica’ (ver o Capitulo 4) possam ser erigidas, assim como discutir questoes
matematicas, fisicas e filoséficas relacionadas com a seméntica das linguagens
da microfisica.”

Dentre os motivos pelos quais estuda-se a necessidade de se considerar quase-
conjuntos ao invés de conjuntos comuns no contexto dos fundamentos da mecanica
quéntica, podemos mencionar o seguinte. ‘Cole¢bes’ de entidades como particu-
las elementares, devido & sua indistinguibilidade, nao podem ser tratadas como
‘conjuntos’ estrito senso [37], isto é, tais cole¢des ndo obedeceriam os axiomas
das teorias usuais de conjuntos. As teorias de quase-conjuntos® tém como uma
de suas caracteristicas a violagao do principio da extensionalidade, e isso pos-
sibilita, em boa medida, o tratamento seméantico de tais predicados que nao
possuem extensdes bem definidas, assim como de certos termos da linguagem
que ndo tém denotagdo precisa. Este ponto serd enfatizado no Capitulo 3.

Com efeito, como ja dissemos em [41],

[...] physical kinds and compound systems in quantum mechanics
seem to share some features that are characteristic of intensional
entities. Further, the relation between intensions and extensions
turns out to behave quite differently from classical semantic situa-
tions. Generally, one cannot say that a quantum intentional notion
uniquely determines a corresponding extension. For instance, take
the notion of electron, whose intension is well defined by the fol-
lowing physical property: mass = 9.1 x 10~28¢, electron charge —

70 fato de se poder ‘continuar a fazer fisica’ (em particular a mecanica quantica) no
contexto da matematica padrdo ¢ mencionado em [31].
8Referimo-nos a [40, 76, 31, 41].
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4.8 x 10~%.s.u., spin = 1/2. Does this property determine a corre-
sponding set, whose elements should be all and only the physical ob-
jects that satisfy our property at a certain time interval? The answer
is negative. In fact, physicists have the possibility of recognizing, by
theoretical or experimental means, whether a given physical system
is an electron system or not. If yes, they can also enumerate all the
quantum states available within it. But they can do so in a number
of different ways. For example, take the spin. One can choose the
z-axis and state how many electrons have spin up and how many
have spin down. However, we could instead refer to the z-axis or any
other direction, obtaining different collections of quantum states, all
having the same cardinality. This seems to suggest that microobject
systems present irreducibly intensional behaviour: generally they do
not determine precise extensions and are not determined thereby.

A estruturacao das teorias de quase-conjuntos em suma constitui uma ten-
tativa de se encontrar ‘novos axiomas’ que possam dar conta de colegoes de
entidades como particulas elementares, que, como se sugeriu acima, nao obe-
deceriam os axiomas das teorias usuais de conjuntos. Esta tentativa esté rela-
cionada com a questdao proposta por Yu. I. Manin, durante o congresso da
American Mathematical Society de 1974, como um dos problemas centrais a
serem resolvidos no ambito das pesquisas atuais acerca dos fundamentos da
matematica, a saber, especificamente a busca por axiomas que possam tratar
colegdes de entidades como as particulas elementares da fisica atual [80].°

Ha4 no entanto varias questoes conceituais dificeis de abordar, de sorte que
nao cremos que tenhamos até o momento chegado a uma teoria de quase-
conjuntos satisfatéria. A teoria 9 desenvolvida nesta tese é uma tentativa de
superar dificuldades apresentadas pelas teorias anteriores, e pode ser vista como
um passo adiante na formulacao de uma teoria matemaética de colegoes de ob-
jetos indistinguiveis.

Esta tese é desenvolvida do seguinte modo. No capitulo seguinte, o primeiro,
chamamos a atencao para o fato mencionado acima, o qual denominamos de O
Problema de Manin. Mostramos em que sentido isso consiste num problema rel-
evante, que dificuldades ha a serem superadas, notadamente aquelas acerca do
(dificil) conceito de ‘objeto fisico’ e da nocao (logica) de indistinguibilidade dos
‘objetos quanticos’. Motivado em posicoes de especialistas como E. Schrodinger
e W. Heisenberg, além das sutis andlises acerca do tépico como as propor-
cionadas por M. Redhead e P. Teller, dentre outros, elaboramos um conceito
de quanta, tendo por base caracteristicas dadas pela descricdo proporcionada
pela mecénica quantica das particulas elementares. Analisamos mais detalhada-
mente uma interpretacao possivel de tais entidades como objetos ‘nomolégicos’
(dados por leis), caracterizados unicamente por suas propriedades. Isso se faz
no contexto das chamadas teorias ‘negativas’ relativas ao conceito de substdn-
cia. Argumentamos que se se deseja preservar a idéia de tais objetos e de sua

9Ver o inicio do Capitulo seguinte.



indistinguibilidade, entao a légica subjacente a uma teoria de tais objetos deve
violar um dos principios basilares da logica tradicional, conhecido como Lei de
Leibniz.

No Capitulo 2, erigimos a teoria . Alguns quase-conjuntos, aqueles que de-
nominamos quase-conjuntos puros, sao interpretados como ‘colecoes de quanta’.

A teoria apresentada fundamenta-se em alguns de nossos trabalhos anteri-
ores, e pode ser dita ser uma reconstrucao mais adaptada a idéia de ‘colecoes de
quanta’ do que as versoes anteriores das teorias de quase-conjuntos. Ademais,
afim de esclarecer o leitor, mostramos ao longo do texto em que sentido a teo-
ria 9 difere das apresentadas anteriormente, por exemplo no que se refere ao
axioma ‘fraco’ da extensionalidade. Ademais, delineamos ainda uma prova de
que a teoria 9 é equiconsistente com ZFC (Zermelo-Fraenkel com o axioma da
escolha).

No Capitulo 3, mencionamos algumas ‘aplica¢oes’ da teoria Q; em especial,
discutimos o papel intensional de tal teoria. Destaca-se a faceta intensional da
fisica quantica e utiliza-se a teoria 9 para estruturar analises adequadas ao fato
de que “a microfisica ¢ um mundo de intensées” [37, p. 281].

No Capitulo 4, discutimos algo acerca do conceito de ‘estrutura fisica’, em
especial daquelas nas quais as linguagens da microfisica possam ser interpre-
tadas, em particular se se considera um predicado de Suppes [107, 109, 24, 27|
para mecancia quantica axiomatizada por intermédio da teoria dos espacos de
Fock, ndo sem antes termos mencionado no Capitulo 1 toda a problemética rela-
cionada a ‘rétulos’, tipicos da primeira quantizacao. Veremos que, se desejamos
reter as intuigdes de Schrodinger acerca da ‘verdadeira natureza’ dos quanta,
as estruturas fisicas que objetivam ser modelos de tal predicado deveriam ser
erigidos numa teoria de quase-conjuntos, como £J.

Finalmente, apresentamos outros topicos relacionados com o tema, apon-
tando problemas e sugerindo desenvolvimentos. Em especial, destacamos o
tema da ‘identidade vaga’ em conexao com o caso da nao-individualidade de
particulas elementares e com as logicas sortais, e esbocamos tentativamente ar-
gumentos que apontam para a necessidade de se desenvolver uma mereologia
qudntica, ou seja, uma mereologia'® adaptada para a fisica, em especial para a
fisica quantica.

Antes de tentar oferecer qualquer tipo de resposta & problemaética de que
trata, esta tese pretende contribuir com aquelas tentativas que visam conectar
dreas que no decorrer deste século tenderam a se separar, como matematica, a
fisica e a filosofia, sem o que qualquer articulacao no sentido de se tentar entender
questoes gerais acerca dessas disciplinas, como por exemplo a problematica do
tratamento matematico de cole¢des de objetos indistinguiveis, se torna parcial
e incompleta.

De resto, este trabalho talvez se preste para destacar a necessidade de se con-
siderar o estudo da logica em geral e de matematicas alternativas & tradicional
no contexto atual dos fundamentos da matemaética, uma vez que esta disciplina

10Dito de modo breve, ‘a légica do todo e das partes’.
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nunca deixou de ser, nao obstante a ‘autonomia’ alcancada neste século, o al-
icerce par excellence das disciplinas das ciéncias reais. O conhecimento de tais
assuntos, sem duvida, pode prestar inestiméavel auxilio ao estudo e na fundamen-
tacdo também dessas disciplinas, e nao s6 da matematica tal como a entendemos
hoje.






Capitulo 2

O Problema de Manin

The development of the foundations of physics in the
twentieth century has tought us a serious lesson. Creat-
ing and understanding these foundations turned out to
have very little to do with the epistemological abstrac-
tions which were of such importance to the twentieth
century critics of the foundations of mathematics: finite-
ness, consistency, constructibility, and, in general, the
Cartesian notion of intuitive clarity. Instead, completely
unforessen principles moved into the spotlight: comple-
mentarity, and the nonclassical, probabilistic truth func-
tion. The electron is infinite, capricious, and free, and
does not at all share our love for algorithms.

Yu. I. Manin (1977)

2.1 Colocacao do Problema

Em 1974, durante as atividades do Congresso sobre os Problemas de Hilbert, or-
ganizado pela Americam Mathematical Society, elaborou-se uma Lista de Prob-
lemas da Matemaética Atual, com o intuito de apontar problemas a serem inves-
tigados nas diversas dreas da matemaética, mais ou menos nos moldes da célebre
lista de 23 problemas apresentada em Paris por David Hilbert, em 1900 [60].

Na Secdo I: Fundamentos da Matemaética, as questdes foram elaboradas pelo
matematico russo Yu. I. Manin nos sequintes termos:

In accordance with Hilbert’s profecy, we are living in Cantor’s par-
adise. So we are bound to be tempted.

Most mathematicians nowdays do not see any point in banning infin-
ity, nonconstrutivity, etc. Godel made clear that it takes an infinity

9



10

of new ideas to understand all about integers only. Hence we need a
creative approach to creative thinking, not just a critical one. Two
lines of research are naturally suggested.

(a) to find out new axioms of (more or less naive) set theory, demon-
strably efficient in number theory. Most advanced new methods (I-
adic cohomology) should be explored thoroughly. Are they readily
formalized in Zermelo-Fraenkel or Godel-Bernays systems 7 Can we
use in necessary categorical constructions only known axioms, or has
something new already slipped in ?

(b) We should consider possibilities of developing a totally new lan-
guage to speak about infinity. Classical critics of Cantor (Brouwer
et al. argued that, say, the general choice axiom is an illicit extrap-
olation of the finite case.

I would like to point out that this is rather an extrapolation of
common-place physics, where we can distinguish things, count them,
put them in some order, etc. New quantum physics has shown us
models of entities with quite different behaviour. Even ‘sets’ of pho-
tons in a looking-glass box, or of electrons in a nickel piece are much
less cantorian than the ‘set’ of grains of sand. In general, a highly
probabilistic ‘physical infinity’ looks considerably more complicated
and interesting than a plain infinity of ‘things’.

Certainly there are no a priori reasons to choose fundamental con-
cepts of mathematics so as to make them parallel to those physics.
Nevertheless it happened constantly and proved extremelly fruitful.

The twentieth century return to Middle Age scholastics taught us
a lot about formalisms. Probably it is time to look outside again.
Meaning is what really matters. [80]

A busca por axiomas que permitam tratar, no sentido das teorias de conjun-
tos, aquelas colecoes de objetos que, como diz Manin, nao possam ser contadas,
colocadas em alguma ordem, etc., tal como ele sugere ocorrer com as particulas
elementares da fisica atual é, como j4 se disse, o que nos diz respeito nesta tese.

Pelo contexto em que foi colocada, esta linha de pesquisa, que denominamos
O Problema de Manin, torna-se uma questao relevante no ambito dos funda-
mentos da matematica atual. Analisando o problema, de imediato a questdo
desdobra-se em duas outras: em primeiro lugar, qual seria a ‘natureza’ daque-
las entidades, que demandariam o desenvolvimento, como sugere Manin, de
‘novos axiomas’ 7 Em segundo lugar, por que haveria dificuldade em se tratar
tais colecoes, nao obstante o extraordinario desenvolvimento alcancado pela
matematica tradicional? Esclarecimentos acerca destas duas questoes serao ar-
ticuladas neste Capitulo.
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2.2 Objetos Classicos Vs. Objetos Quanticos

Varios autores, como W. Heisenberg [58, 59], E. Schrédinger [101, 102, 103], N.
Bohr [5], para citar alguns dos iniciadores da fisica quantica, apontaram para a
‘estranha realidade’ das entidades bésicas da matéria, as particulas elementares.
De certo modo, pode-se inferir dos escritos desses trés autores fundamentais que
eles chegaram a ventilar a possibilidade da utilizacao de novos conceitos 16gi-
cos no contexto da microfisica, ainda que nao explicitamente. Com relacao a
Schrodinger, isso seria devido ao fato de que para ele o conceito classico de
identidade carece de sentido para as particulas elementares [101, pp. 16-18].
Heisenberg, por outro lado, disse que se “quisermos falar alguma coisa acerca
das proprias particulas atémicas, devemos utilizar o esquema matemaético da
teoria quantical [...] ou, entdo, combini-lo com uma linguagem que faga uso de
uma logica modificada ou, mesmo, que ndo utilize nenhuma logica bem definida”
[58, Cap. 10]. Bohr, por outro lado, quando formulou o principio da comple-
mentaridade, aparentemente impds implicitamente que a logica subjacente a
uma teoria que o admita deve ser distinta da classica.’

Mas, em que sentido o tratamento de tais entidades demandaria o uso de
conceitos (e mesmo logicas) distintos dos tradicionais ? A problemética ¢ am-
pla e muito discutida na literatura, podendo ser analisada sob varios pontos
de vista, e ndo poderemos nos deter aqui em todos os seus aspectos.? O que
desejamos enfatizar é que uma concepc¢ao (plausivel) de particulas elementares
como objetos nomoldgicos, ou seja, entidades ‘nao-individuais’ dadas exclusiva-
mente por uma colecdo de leis fisicas, num sentido que esclareceremos abaixo,
demandam o desenvolvimento de ‘novos axiomas’, como sugere Manin, os quais
serao apresentados no Capitulo seguinte.

Inicialmente, no entanto, vejamos resumidamente de que modo a mecéanica
quantica tradicional opera com o conceito de indistinguibilidade de particulas
elementares.

2.2.1 O Postulado da Indistinguibilidade

Para os nosso propésitos, nao é necessario reproduzir aqui toda a estrutura
axiomatica da mecénica quantica, para a qual reportamos o leitor, se ele julgar
necessério, a textos como [65, 85, 78, 97].

A mecénica quantica formula o conceito de particula elementar caracteri-
zando tais entidades de acordo com um certo niimero de propriedades essenciais
que verificam, chamadas de propriedades intrinsecas.* Por exemplo, citando

1 Ainda que isso ndo nos conduza ao problema central da individualidade, como argumen-
tamos no Captitulo 2.

2Em [75], mostramos que perante uma adequada interpretagio do que se entenda por ‘com-
plementaridade’ —um conceito reconhecidamente dificil de interpretar—, a légica subjacente a
uma teoria que admita um tal principio pode vir a ser uma légica de Jaskowski, que é um
caso particular de logica paraconsistente.

3Ver no entanto o Capitulo 4.

4Essa terminologia é devida a Jauch. Ver [65]. Em [47], S. French refere-se ao trabalho
(por nos nao consultado) de P. E. Hodson, ‘Existence criteria in elementary particle physics’,
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um caso que serd explorado outras vezes, do ponto de vista fisico todas as en-
tidades que tém massa m = 9,1 x 10728¢, carga elétrica e = 4,8 x 10~ Ye.s.u.
e spin 1/2 sdo elétrons e, desse prisma, todos sao os elétrons sdo ‘idénticos’ ou
indistinguiveis, como preferimos dizer.

No tratamento dado pela mecinica quantica & questao da indistinguibilidade
de particulas elementares, nao obstante a possibilidade de particulas virem a
ser indistinguiveis no sentido acima, ou seja, em concordarem em todas as suas
propriedades intrinsecas, ha a hip6tese de que elas sdo (ao menos conceitual-
mente) individualizéveis, nomeaveis, podendo receber ‘rétulos’; ou nomes, como
‘particula 1°, ‘particula 2’, etc., o que serve para diferencid-las umas das outras
(& suficiente que analisemos o caso de duas particulas).

Supondo entao que estejamos considerando duas particulas ‘1’ e ‘2’ os esta-
dos da primeira delas sdo representados por vetores unitarios de um espaco de
Hilbert H;, enquanto que os da segunda particula sao representados por vetores
unitarios em um espaco de Hilbert Hsy. O sistema conjunto tem estados repre-
sentados por vetores no produto tensorial H; ® Ho. Um vetor que indique que a
particula ‘1’ estd num estado a e que a particula ‘2’ est4d num estado b é escrito
la(1)) ® |b(2)). Assim, [b(1)) ® |a(2)) descreve uma situacio fisica distinta da
anterior.® No caso de particulas indistinguiveis, isto &, que concordam em todas
as suas propriedades intrinsecas, toma-se H; = Ho.

Os operadores auto-adjuntos sobre um espaco de Hilbert H representam
propriedades ou quantidades fisicas;® ‘medir’ a quantidade P para um sistema
no estado [1) é resolver a equagio em autovalores P|y) = c|¢). O autovalor ¢ é
interpretado como o ‘valor’ da medida do observével representado por P para o
sistema, fisico no estado |[¢). Desse modo, podemos reler o vetor |a(1)) ® |b(2))
de H; ® Ho; entende-se que representa o estado de um sistema no qual uma
particula, rotulada ‘1’ tem autovalor a relativo a um certo operador P, enquanto
que uma particula rotulada ‘2’ tem autovalor b para P.

Por outro lado, se P é um operador autoadjunto sobre H, pode-se encontrar
uma base ortonormal para H constituida por autovetores de P. Escreveremos
Pla;) = a;]a;) para tais autovetores de P, de sorte que a base pode ser denotada
por {la;)}, i = 1,2,3,.... Assim, se |[¢)) é um vetor arbitrario de H, pode-se
escrever 1)) = Y. ¢;la;) para ¢; escalares complexos tais que ¢; = (a;[)), sendo
que {,) denota o produto interno de H (tais ¢; sdo, portanto, os ‘coeficientes
de Fourier’ na expansdo de [¢)) como combinagdo linear dos vetores da base
ortonormal).

A mecanica quantica é uma teoria probabilistica, no sentido de que toda
informacao de que podemos dispor acerca do estado de um sistema, ou seja,
o conhecimento do vetor que descreve o seu estado é uma informagao proba-

Reprint, Oxford Univ. Nuclear Physics Lab., Rep. Ref. 27/80 para um esquema de classifi-
cacao de particulas, baseado em suas propriedades intrinsecas, usado pelos fisicos.

5Essa observacdo sers relevante para noés a frente.

60Obviamente, estamos simplificando bastante a exposicdo afim de nos atermos unicamente
ao ponto que nos interessa diretamente. A questdo de se saber se todo operador autoadjunto
tem ou nao significacdo fisica é muito discutida, mas nao nos concerne abordé-la aqui. Do
mesmo modo, assume-se que o operador € identificado com a quantidade fisica que representa,
por facilidade. Ver [97].
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bilistica. Se o estado de um sistema ¢é |©), entdo, sendo () um observavel, a
probabilidade de se obter na medida de @ um valor, digamos a, como um de
seus autovalores, ¢ dada por |(alt))|?, o quadrado do valor absoluto do pro-
duto interno entre o vetor de estado |¢) e seu autovetor |a), correspondente ao
autovalor considerado.

Finalmente, o ‘valor esperado’ (ezpectation value), ou esperanca matematica,
das medidas de @ para o sistema no estado [¢) é dada por >_, a;|(a;|1)|?, que
é representada por (¥|Q|v).

Em particular, o operador a ser considerado pode ser um operador de ‘per-
mutagio’; por exemplo, P pode ser tal que Pla(1)) ® [b(2)) = |b(1)) ® |a(2)), ou
seja, P ‘permuta as particulas’, agora sendo ‘1’ que tem autovalor a enquanto
que ‘2’ tem autovalor b.

Denotando por |Pv) o vetor P|y), e admitindo que ele efetua uma permu-
tacdo arbitraria de (rotulos) de particulas, entdo a hipotese de que particulas
podem ser ‘absolutamente indistinguiveis’ é introduzida por meio do que se
denomina Postulado da Indistinguibilidade:

(PY|QIPY) = (¥|Q[y)

no qual @ é um observavel qualquer. De acordo com este postulado, o valor
esperado de qualquer observavel @ ndo pode diferenciar entre os estados |[¢) e
|Pv) do sistema. Em outras palavras, permutagdes de particulas ndo sdo ‘obser-
vadas’. Esta impossibilidade de distinguir entre estados que difiram unicamente
por uma permutacao de particulas é precisamente o significado da nocao de in-
distinguibilidade de particulas elementares na mecénica quantica convencional
[99, p. 205].

Uma condi¢do suficiente para que o Postulado da Indistinguibilidade seja
satisfeito & que |Py) = £|¢) (cf. [76, 99]). Deste modo, o postulado pode
ser visto como uma restricao sobre os estados possiveis do sistema, permitindo
apenas a existéncia de estados simétricos e anti-simétricos correspondentes a
dois tipos de estatisticas possiveis: Bose-Einstein e Fermi-Dirac.

Com um pouco mais de detalhe, vejamos como o dispositivo de se postular o
principio acima é um artificio matemaético para se contornar o fato das particu-
las terem sido ‘rotuladas’, individualizadas conceitualmente como ‘particula 1’,
‘particula 2’, etc.,” o que constitui uma das questdes problematicas com re-
lacao aos fundamentos loégicos da mecanica quantica. Com efeito, continuemos
admitindo que temos duas particulas, ‘1’ e ‘2’ e raciocinemos nos moldes da
fisica classica, assumindo ainda que tenhamos dois estados possiveis para essas
particulas, digamos o estado a e o estado b, e que a representacdo dos estados
seja dada nos moldes acima descritos. Entao, as possibilidades para o sistema
conjunto seriam as seguintes:

"Fato analogo ocorre por exemplo quando se estabelece a equacio de Schrédinger usando-
se (ndo ha outro modo) as coordenadas das particulas, que de certo modo as individualizam.
Mas entdo, para contornar esta ‘identificagdo’ proporcionada pelas coordenadas, postula-se
que somente solugOes simétricas e anti-simétricas da equacgdo sao as que interessam. Em
outras palavras, so se consideram aquelas solugoes que ndo sio alteradas por uma permutacao
de coordenadas.
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(1))
2. [b(1))
3. Ja(1)) ® [b(2
4. [b(1))

Os casos 3 e 4, em analogia com a fisica cldssica, na qual as entidades s&o
identificaveis, deveriam ser contados como casos distintos. Ou seja, uma coisa
é a particula ‘1’ estar no estado a e a particula ‘2’ estar no estado b, e outra
é o inverso. Mas isso atestaria o fato de que, em tais situacoes, ‘permutacoes’
seriam tidas como ‘observaveis’, dando origem a situacoes distintas, fato esse
contrario ao que diz a teoria, tendo em vista o postulado da indistinguibilidade.

Em resumo, a idéia de que os estados 3 e 4 deveriam ser distintos seria de-
vido ao fato de que as particulas refletiriam a idéia do ‘objeto fisico classico’,
aquela espécie de entidade descrita pela mecéanica classica, cujas principais car-
acteristicas, cabe lembrar, estdo entre as seguintes:® existéncia e a persisténcia
no espaco e no tempo, na acepcao de que faz sentido dizer de um certo individuo
que ele pode ser identificado como sendo o mesmo objeto que tenha existido em
um tempo precedente. Além disso, tais entidades classicas podem ser objetos de
predicacao, sendo passiveis de terem propriedades que podem ser reorganizadas,
de sorte que h4 diferenca entre, por exemplo, um primeiro individuo ter uma
propriedade P e um segundo ter a propriedade @ e o inverso.

Em especial, entao, se permutarmos dois individuos classicos distintos de
posicdo, obtemos uma configuragdo que é em algum sentido distinta da ante-
rior, que precedia a permuta, o que nos leva a supor que para eles os arranjos 3 e
4 acima devam de fato ser distintos. Neste caso, como tais particulas poderiam
ser consideradas como indistinguiveis, o que faria a diferenca entre um estado e o
obtido ap6s uma permutacao de particulas teria que ser algo que ‘transcendesse’
tais propriedades, alguma espécie de guid ou, como dizem alguns autores, al-
guma forma de ‘substratum’, havendo portanto subjacentemente a esta situacao
a idéia de uma primitive thisness [98, 99].

As particulas quanticas, no entanto, devido & nao observabilidade de per-
mutacdes, seriam destituidas de tal quid.” Com efeito, como também alertou
Heisenberg [58], a fisica atual levou-nos longe das concepgdes da antiga con-
cepcao de um objeto fisico dotado de individuacao, e procura-se espelhar este
fato por adequadas escolhas de vetores que representem unicamente estados
simétricos e anti-simétricos ou, o que da no mesmo, de solucdes simétricas e
anti-simétricas da equagao de Schrédinger.

Com efeito, os estados possiveis para um sistema de duas particulas que se
admite sao os seguintes, dependendo se sdo bosons ou férmions:

Boésons:
L. |a(1)) ® |a(2))

8Seguimos [99, 113].
9Ver a concepcao de H. Post [93] de entidades nio-individuais, que tratamos em [76].
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2. [b(1)) @ [b(2))

3. (2)72(la(1)) ® [b(2)) + [b(1)) © |a(2)))
Férmions:

L (2)7"%(la(1)) © b(2)) — [b(1)) ® |a(2)))

As situacOes em que ambas as particulas estdo num mesmo estado ndo ocor-
rem para férmions em virtude do Principio de Exclusdo de Pauli. Portanto, os
estados nao simétricos 3 e 4 da pagina anterior simplesmente nao se verificam.

No entanto, mesmo utilizando esse dispositivo, continua-se falando de ‘particula
1’ e ‘particula 2’, mesmo que permutagoes de tais entidades nao sejam contadas
como observaveis. Em outros termos, a solucao alcancada nao evita que se
continue pensando as particulas como dotadas de ‘algo’'? que faz com que elas
persistam sendo ao menos conceitualmente dotadas de alguma forma de ‘sub-
stratum’. Em outras palavras, mesmo com o uso do postulado da indistinguibil-
idade ou procedimento equivalente, a mecanica quintica tradicional continua
invocando a idéia de uma primitive thisness.'!

Para fixar idéias acerca desse conceito de ‘primitive thisness’, pensemos,
como sugere Teller, que seja possivel catalogar todas as propriedades do objeto
1 e chamar este conjunto de P;. Pensemos agora em despir o objeto 1 de suas
propriedades; o que resta é o que a filosofia chama de ‘bare particular’, um objeto
desnudo de atributos, o ‘stuff’ ao qual as propriedades se agregam. Por falta
de uma palavra melhor, usa-se a expressao ‘primitive thisness’, ou ‘substancia’
para expressar essa idéia [113]. A mecanica quéntica, no entanto, pelo menos
em principio, deve ser contriria a essa idéia, como atestam os trabalhos de
Post [93] e dos autores mencionados, inclusive Schrédinger. Resta portanto
encontrar, como disse Schrédinger, uma linguagem adequada para expressar
este fato (ver as segOes seguintes), aparentemente sendo isso, enfim, o que quer
dizer Manin com a sua colocacao.

Ademais do problema meramente conceitual, que por si s6 nao é de facil
tratamento, hd ainda outros inconvenientes que a idéia de uma ‘primitive this-
ness’ acarreta. Redhead e Teller chamam a atencao para o fato de que o formal-
ismo acima delineado propicia o aparecimento de ‘estruturas excedentes’ (sur-
plus formal estructures), derivaveis matematicamente (os vetores ndo simétricos
3 e 4 da primeira disposi¢do anterior), mas que, ndo tendo qualquer contraparte
empirica, deveriam ser evitadas, notadamente se hd um formalismo alternativo
que as elimine. A alternativa proposta por Redhead e Teller é usar o formalismo
dos espagos de Fock, que é mais adequado neste caso. Este ponto sera abordado
no Capitulo 4.

Se a mecanica quantica dialetiza o conceito de objeto fisico classico, que
tipo de entidade postula entdo? Insistimos mais uma vez que esta questdao nao é
simples (ver [116, 103, 59]),'? mas pode-se delinear suas principais caracteristicas

10Um ‘ndo sei o qué’, como dizia Locke [79, 98].

1 Na chamada segunda quantizagdo, isso é parcialmente contornado, ainda que outros prob-
lemas ocorram, como mencionaremos no Capitulo 4.

12Em especial, [116] & bastante interessante nesse sentido.
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de sorte a podermos prover uma teoria matematica em conformidade com o
Problema de Manin acima mencionado.

Mais uma vez mencionando Toraldo di Francia, ele analisa em [118] uma
situagdo que se conforma ao caso presente. Elabora um conceito de ‘mundo
fisico possivel’, em analogia com a idéia de ‘mundo possivel’ (em esséncia, um
estado-de-coisas descrito por um conjunto nao contraditério de sentencas de
uma certa linguagem) como sendo um mundo possivel cujas entidades nao vi-
olam leis fisicas (as quais, como ele alerta, dependem dentre outras coisas do
momento histérico). Por exemplo, a sentenga ‘O Sol é escuro’ poderia fazer
parte de um mundo possivel, assim como ‘A Terra gira em torno do Sol’ faz
parte de um mundo fisico possivel. Se chamarmos de fisicamente contingente
uma sentenca que seja verdadeira em um mundo possivel mas nao em todos eles
(ndo sendo ‘fisicamente necessaria’), entao os objetos da fisica classica oferecem
uma enorme variedade de possibilidades de mundos fisicos possiveis. De fato,
tomemos uma propriedade (que poderia ser adequadamente vista como uma ‘lei
fisica’) ‘Ter massa igual a =’, na qual = é um valor entre uma grama e 10.000 qui-
los. Note-se que é possivel encontrar exemplos concretos de objetos fisicos que
preencham essa condicao para possivelmente todos esses valores. No entanto,
em se tratando de particulas elementares, as coisas nao ocorrem de maneira
tdo ampla. Com efeito, um elétron por exemplo, como vimos, tem um valor
bem determinado de massa, assim como das demais propriedades intrinsecas,
nao podendo assumir ‘qualquer’ valor como no caso dos corpos macroscopicos.
Consequentemente, ha, como diz Toraldo di Francia, “uma drastica reducao no
dominio da contingéncia” [116] com a consideragio de objetos nomoldgicos. Tais
entidades definem mundos fisicos possiveis bem determinados e as entidades que
satisfazem as leis fisicas (propriedades) que os especificam sdo de certo modo
absolutamente indistinguiveis.

Portanto, para responder a pergunta formulada linhas acima, podemos dizer
que dentro da atividade conceitual que é a mecanica quantica (como alids qual-
quer disciplina cientifica [21]), o conceito elaborado é aquele de uma entidade
destituida de qualquer idéia de ‘primitive thisness’ ou ‘substratum’. Sem querer
polemizar com realistas, este é um fato, e ndo teria sentido tentar despir a enti-
dade postulada de suas propriedades, como dito acima, do mesmo modo como
Heisenberg alertou para o nonsense de se tentar dividir ad infinitum uma por¢ao
da matéria [59]. As entidades microscopicas que temos, os quanta que temos,
portanto, sao nao-individuais, nomolégicos.

Como entao se pode caracterizar conceitualmente tais entidades que sao
dadas unicamente por propriedades (entendidas aqui como representando as
leis fisicas de que fala o autor acima), as quais nio sao dotadas de ‘primitive
thisness’? Uma resposta é afirmar que, ndo havendo nada para além das suas
propriedades, tudo o que resta sao precisamente essas propriedades, sejam elas
quais forem.'?> Essa é, segundo pensamos, a linha seguida pelos idealizadores
da mecénica quantica. Tendo em vista que a ciéncia, e esta disciplina em par-

13Poder-se-ia discutir acerca da natureza de tais propriedades. Ha visdes diversas a esse
respeito, que podem ser vistas em [50, 49].
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ticular, é uma atividade eminentemente conceitual [21], o conceito de particula
elementar elaborado é tal que resulta totalmente incompativel com qualquer
idéia de ‘primitive thisness’. Tudo o que hé, de certo modo, como ja aludido
acima, sao as propriedades ‘essenciais’ de uma entidade, ou, no caso, de uma
classe de entidades.

A conjuncio de tais atributos constitui o que chamaremos'* de intensdo da
entidade em questdo; as propriedades intrinsecas sao as leis fisicas que carac-
terizam a intensdo dos quanta no contexto da fisica atual [117, pp. 222 e 342].
Falaremos mais sobre este ponto no Capitulo 3. Vejamos, no entanto, que tipo
de problemas h4 a serem superados afim de obtermos uma descricao matematica
adequada de tais entidades.

2.2.2 Problemas a superar

O primeiro problema, como ja aludido por Schrodinger [103], € o relativo a uma
linguagem adequada para se expressar essa questao da ‘nao-individualidade’
dos objetos quanticos. Schridinger foi um dos primeiros a assertar acerca dos
problemas com a concepcao de particulas individualizaveis, trazida da mecéanica
classica. Para ele, particulas elementares nao podiam ser concebidas como algo
tendo uma identidade bem definida.!®> Sua motivagdo originava-se, segundo O.
Darrigol [42], basicamente na critica a interpretagdo de Copenhagen, a qual
segundo ele ndao poderia proporcionar uma explicacao intuitiva dos processos
microscopicos. Disse Schrodinger:

I believe the situation is this. We have taken over from previous
theory the idea of a particle and all the technical language concerning
it. This idea is inadequate. It constantly drives our mind to ask for
information which has obviously no significance. Its imaginative
structure exhibits features which are alien to the real particle. An
adequate picture must not trouble us with this disquieting urge; it
must be incapable of picturing more than there is; it must refuse
any further addition. [...] The particle, as we shall see, is not an
identifiable individual. [...] It is not at all easy to realize this lack
of individuality and to find words for it. [103, pp. 204-5] (énfases
nossas); ver também [42, 26]).

A parte enfatizada na citacdo acima, dentre outras coisas, parece sugerir
que Schrodinger ja antevia a necessidade de uma nova linguagem, obviamente
porque a classica (entenda-se, a da matematica tradicional) era inadequada para
proporcionar um tratamento consoante com a idéia de uma entidade destituida
de individualidade.'6

MSeguindo [37].

15Cf. [103]. Ver também [42, 2, 26] nos quais a posi¢ido de Schrodinger ¢ discutida.

16Max Jammer menciona que, na fase preliminar da mecanica quantica, Heisenberg também
teria se expressado no sentido de que os conceitos classicos nao se aplicavam as novas situagoes
mas, ao invés de procurar uma linguagem nova, optou por restringir a aplicabilidade de certos
conceitos classicos, como velocidade, posigdo e momento. Seriam precisamente essas restrigoes,
aparentemente, que teriam originado as célebres relagbes de incerteza. Ver [63, p. 325].
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De qualquer modo, ainda que nio mencionemos todos os detalhes,'” percebe-
se a énfase na questdo da nio-individualidade das particulas elementares. Os
trabalhos de Schrédinger nesse sentido, no entanto, sdo de natureza muito geral
e nao sao conclusivos.

A nao-individualidade das particulas elementares é também mencionada por
H. Post em um trabalho de 1963 [93], o qual fornece uma motivagdo maior
para o tratamento matemético, o qual realizamos em [76]. Para Post, a nao-
individualidade nao é meramente a indistinguibilidade tomada ao limite, mas
algo que deva ser atribuido a uma particula desde o principio: elas teriam essa
caracteristica primitiva. Como lembra ele, tanto as particulas classicas quanto
as quanticas podem ser ‘indistinguiveis’, no sentido de concordarem em todas
as suas propriedades intrinsecas, mas as segundas diferem das primeiras por
nao disporem de um quid, uma ‘primitive thisness’, algo que Post denominou
de ‘Transcendental Individuality’. Segundo Post, os quanta'® sio entidades
destituidas de qualidades secundérias, comportanto unicamente as ‘essenciais’
(esse ponto sera retomado na subsecdo seguinte); sdo sem individualidade, sem
substéncia; “There is no substance left in physics, only form. We have the grin
without the cat” [93] (ver o nosso [76]).

Essa nao-individualidade deve portanto, de acordo com essas idéias, ser prim-
itiva. Isso sugere que as colegoes de quante nao podem ser conjuntos no sentido
usual, posto que um conjunto nada mais é do que, grosso modo, uma cole¢ao
de ‘bare particulars’ este conceito entendido no sentido exposto acima, ou seja,
como uma colegao de entidades (distintas umas das outras, como dizia Cantor),
e passiveis de terem propriedades, que iriam de certo modo classificando-as em
determinadas categorias. Pelo contrario, a nao-individualidade deve ser tomada
‘right at the start’, como disse Post [93]. Temos portanto delineada uma intu-
icdo fundamental que tentaremos explorar numa teoria matemética no Capitulo
seguinte: as entidades fundamentais (no nosso caso, algumas delas)!? nio sdo
dotadas de individualidade.

A questao da nao-individualidade esta presente ndo s na concepcéo das en-
tidades basicas com as quais se pretende lidar, mas também na matemaética (e
na logica) usada para tanto. Com efeito, a linguagem da mecanica quantica é
a da matematica tradicional (um {ragmento da linguagem da analise funcional
classica), a qual esta inserida na das teorias usuais de conjuntos. Nesse ar-
cabougo, no entanto, ndo h& como expressar que duas entidades (que ndo sejam
a mesma entidade) sejam indistinguiveis. Com efeito, a semantica usual aborda
a questao da ‘distinguibilidade’ do modo seguinte (em resumo).

17Em 1992, realizou-se em Paris um congresso com a precipua finalidade de iniciar estudos
acerca da filosofia de Schrodinger. Os trabalhos apresentados em tal congresso estao reunidos
em [3].

18Fle ndo usa esta expressio.

19Fato essencial ¢, sem duvida, a justificacdo de como uma entidade macrsocépica, que é em
suma composta de entidades nao-individuais, adquire individualidade. Para Schrédinger, ha
uma espécie de Gestalt envolvida. Esse ponto é sem divida fascinante, mas ndo nos concerne
abordé-lo aqui; ver [2].
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Seja L uma linguagem pelo menos de primeira ordem e seja 20 uma in-
terpretacio para L no sentido usual da teoria dos modelos (ou da seméntica
generalizada, no caso de teorias de ordem superior, por exemplo no sentido ap-
resentado no Capitulo 3 para a logica S,7). Neste caso, o dominio da estrutura é
um conjunto ndo-vazio D. A uma propriedade (predicado unério de L) associa-
se um subconjunto de D, ao passo que a predicados n-arios associam-se relagoes
n-arias sobre D. A linguagem L pode ser estendida a uma linguagem L’ que
contenha um nome c para cada elemento d € D, de sorte que a fun¢do denotagdo
pode ser estendida a uma funcao que associe aos elementos de D precisamente
o0s seus nomes em L’. Se a linguagem é ao menos de segunda ordem, entdo vale
ainda a chamada Lei de Leibniz VaVy(z = y < (F(z) < F(y))) ou, equivalen-
temente, VaVy(z # y < IF(F(z) A =F(y))). Em palavras, individuos distintos
sao distinguiveis por pelo menos uma propriedade. Nao hé indistinguibilidade
no sentido apregoado anteriormente.

Essas condicoes, peculiares da seméantica usual, sao todas violadas pelos
quanta.?® Com efeito, se D é uma colecdo de particulas indistinguiveis, mesmo
que admitissemos que L’ contém um nome para cada uma das entidades,?! ndo
poderiamos definir a fungao denotacao sem ambiguidade. Do mesmo modo, um
predicado como ‘elétron’, por exemplo, nao teria uma extensao bem definida.
Na segunda parte do Capitulo 3, teremos a oportunidade de discorrer com mais
detalhe sobre este ponto, inclusive formulando uma logica intensional e uma
semantica para ela, fundada numa teoria de quase-conjuntos, na qual pode-se
expressar o fato de que uma constante pode nao denotar e um predicado pode
nao ter uma extensao bem definida.

Mas, antes de encerrar o Capitulo, vamos articular tentativamente uma
analise ‘légica’ das entidades nomolégicas, ou seja, ver como elas poderiam ser
tratadas dentro de um arcabouco padrao.

%mottolt is the theory which decides what we can observe.A. Einstein

2.2.3 Nomologicidade e Légica

Como dito acima, investigaremos com mais detalhe a légica subjacente a uma
teoria que admita que algumas das entidades basicas de que trata sao ‘nomolégi-
cas’, ou seja, caracterizadas unicamente por uma certa colecées de propriedades,??
ainda que ndo discutamos a natureza de tais propriedades. Nao h4 ‘substratum’;
logo, em certo sentido, admitimos que estamos investigando a légica subjacente
a uma ‘teoria negativa relativamente ao conceito de substancia’ [95] que admita
entidades indistinguiveis.

Como vimos acima, essa posicdo é bastante préoxima daquela que admite
que particulas elementares sao certas conjuncoes de leis fisicas, conceito esse

20pelo que temos noticia, as primeiras mencdes explicitas nesse sentido vém dos trabalhos de
Dalla Chiara e Toraldo di Francia, que eram por nés desconhecidos quando iniciamos nossas
investigacdes sobre o tema. Ver [37, 69].

210 que ja é uma hipotese dificil de sustentar; lembremos Schrédinger dizendo que “ndo de
pode marcar um elétron, ndo se pode pinta-lo de vermelho” [102].

22Tais entidades poderiam ser também denominadas de ‘individuos de Russell’, cf. [95].
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como ja enfatizado, que é incompativel com qualquer hipétese de uma ‘primitive
thisness’, quid, ‘substratum’ ou haeceitty ou ‘bare particulars’. Mais especifica-
mente, 0 que sustentaremos é que o que é para ser considerado um individuo
depende fortemente da logica que se considere. Em particular, exemplificando
mais uma vez com as entidades fundamentais de que trata a mecanica quantica,
veremos que a logica subjacente a uma teoria que admita entidades nomolégicas
(nao-individuos) é uma logica nao-reflexiva [69, 77], na qual a Lei de Leibniz,
que é um dos principios basilares da logica tradicional, como dito acima, nao
pode ser valida. Isso enfatiza o papel primordial de se estudar e desenvolver 16g-
icas e matematicas alternativas & tradicional, como sugerimos na Introdugdo. A
Lei de Leibniz, cuja expressao em linguagem de segunda ordem foi mencionada
acima, é, em suma o principio que assevera que ‘se os individuos a e b tém as
mesmas qualidades, eles sdo na realidade o mesmo individuo, ou seja, a = b, e
conversamente’.?3

Suponha agora que A é um conjunto nido vazio e que P é a classe dos
atributos dos elementos de A. Sem perda de generalidade, podemos assumir
que P é enumerével, de sorte que podemos chamar de Py, Ps, ... seus elementos.
Se x € A, vamos denotar por P, o subconjunto de P cujos elementos sdo as
propriedades de z.

Definicao 2.2.3.1 Para cada v € A, chamamos de rank de x ( e escreve-se
rank(z)) ao menor inteiro X tal que existem Py, ,Py,,... Py, em P que indi-
vidualizam z, no sentido de que se y € A partilha com x (pelo menos) tais
atributos P,,, entido y = x, e isso ndo pode ser verificado por nenhuma cole¢do
que nao contenha pelo menos esses A predicados. Além disso, se x e y partil-
ham uma mesma colegcdo de predicados, dizemos que = e y sdo indistinguiveis
relativamente aos atributos de tal colegao (chamemo-la de C'), e denotamos este
fato escrevendo x =¢ .

Nesse contexto, Pr,, + = 1,... A, podem ser ditas serem as ‘propriedades
essenciais’ de . Note-se que nfo estamos fazendo suposi¢Ges como acerca da
existéncia do rank de x. Deve-se raciocinar do seguinte modo: se existir um A
como na defini¢ao precedente, entdo tal A é o rank de z. Por outro lado, também
nao estamos fazendo suposicao alguma acerca da natureza dos elementos do
conjunto A. Algo nesse sentido serd comentado abaixo.

Como consequéncia da definicao precedente, resulta que se x ¢ y, entao
rank(xz) ¢ rank(y), o que implica IP(P(xz) A =P(y)). Este resultado ¢ uma
versao do Principio da Identidade dos Indiscerniveis (ver abaixo).

Individuos

Seja A uma estrutura
A= (A, P)rex

23Légicas que violam essa lei foram por noés apresentadas em [69, 29].
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na qual A’ C A e K é um conjunto de indices que contém somente indices
X1,Ta,...,2 para elementos x € A’ com x; < rank(z),i=1,...,k. Em outras
palavras, as propriedades sdo escolhidas de sorte que elas ndo individualizem
os elementos de A’. Se dispusermos de uma linguagem L com nomes a,b, ...
para os elementos de A, entdo se interpretarmos L em A, esta estrutura pode
ser pensada como sendo uma ‘estrutura parcial’ para os elementos de A com
respeito a individuacao.

Vamos supor ainda que A possa eventualmente ser ‘estendida’ a uma estru-
tura total

B=(A,P)

na qual P é, como na secao precedente, a colecdo dos atributos dos elementos
de A. Em tal estrutura, os elementos de A podem ser ‘individualizados’.?* Vem
entao a seguinte definicao:

Definigao 2.2.3.2 Um objeto x € A’ ¢ um individuo se a estrutura parcial A
pode ser estendida a uma estrutura total B como acima.

De imediato surge a seguinte questao: em virtude do qué a estrutura parcial
A nao poderia ser estendida a uma estrutura total B ? Afim de articular uma
resposta, devemos analisar algumas relagoes entre a natureza dos elementos de
A’, a possibilidade de estender A a B e a logica.

Chamemos de HIP. I (hipotese I) a suposicio (implicita acima) de que A
é um conjunto no sentido usual das teorias usuais de conjuntos, ou seja, seus
elementos podem ser considerados como entidades ‘individualizveis’.? Em
outras palavras, os elementos de A, admitem algum Principio de Individuacao.

Nesta situacao, dois casos podem ocorrer:

Caso A: A estrutura A pode ser estendida a B. Nesta situacdo, surgem dois
subcasos:

(A1) Se a Lei de Leibniz vale, ent&o os elementos de A’ sdo individu-
alizados por suas propriedades contidas em P, e neste caso podemos
dizer que eles sao individuos no sentido da defini¢ao precedente.

(A2) Se a Lei de Leibniz ndo vale,?® entdo mesmo no caso de a e
b partilharem todos os mesmos atributos, ndo podemos inferir que
sejam a mesma entidade. Em outras palavras, as propriedades nao
seriam suficientes para a individualizacao de uma entidade. Mas,
se a e b partilham das mesmas propriedades, em virtude do qué
poderiam nao ser a mesma entidade 7 Aparentemente, sua indi-
viduagao, ou caracteristica distintiva, s6 poderia advir de algo ‘para
além das propriedades’, alguma espécie de quid no sentido ja aludido.

24Mais & frente, falaremos algo acerca das propriedades possiveis dos elementos de A.

25Cantor dizia que um conjunto é uma colecio, reunida num todo, de objetos distintos de
nossa intuicdo ou pensamento [9, p. 85].

26Nossas Logicas de Schrédinger oferecem exemplos de sistemas légicos nos quais tal lei ndo
vale em geral. Ver [69, 29].
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Esta questao é delicada, e dificilmente haveria uma resposta breve.
Mas fica a questao de se tenta articular uma maneira adequada de
justifica-la. No entanto, afim de avancar um pouco na problematica,
podemos imaginar que se a Lei de Leibniz é simplesmente falsa, isso
pode se dar basicamente de dois modos: (1) para a e b em A, temos
a ¢ b mas nao existe P € P tal que P(a) A =P(b). Neste caso, a €
b podem ser ditos diferirem solo numero; (2) existe P como no item
anterior, mas a = b. Isso no entanto nao pode ocorrer em teorias
fundadas na logica classica nas quais os individuos sejam nada mais
do que a colecao de suas propriedades, posto que uma tal P seria
uma qualidade de a mas nao de b, contrariando a hipétese de que
a e b 330 0 mesmo objeto e de que um certo individuo deve ter as
mesmas qualidades que ele préprio.

Caso B: A estrutura A ndo pode ser estendida a uma estrutura B. Dois sub-
casos podem ocorrer:

(B1) A Lei de Leibniz vale. Neste caso, apesar de ndo podermos
individualizar os elementos de A’, uma vez que a estrutura nao se
estende aquela que contenha as propriedades ‘essenciais’ dos objetos,
podemos pensar que se a estrutura pudesse ser estendida, entdo a
individuacao poderia ser alcancada. Neste sentido, os elementos de
A’ podem ser considerados como individualizados ‘conceitualmente’,
no sentido de [98, 99]. Em outros termos, podemos dizer que temos
unicamente ‘informacoes parciais’ acerca dos elementos de A’, uma
vez que eles nao podem ser discernidos uns dos outros mesmo no
caso da Lei de Leibniz valer na légica subjacente.

(B2) Se a Lei de Leibniz nao vale, os elementos de A’ ndo podem
ser individualizados nem ao mesmo ‘conceitualmente’. Neste caso,
a hipotese HIP. I mencionada acima é questionada, uma vez que a
idéia intuitiva de objetos ‘individuais’ aparentemente perde o sen-
tido. Em outras palavras, nesta situacao nao podemos assegurar
que a a individualidade dos elementos de A’ possa ser conseguida, e
temos um exemplo de entidades tipicamente indistinguiveis.

Este dltimo caso merece explicacao mais detalhada. Com efeito, parece que
a natureza das entidades a serem consideradas depende da légica, posto que se
estamos dispostos a assumir que ha somente objetos que difiram ‘solo numero’,
devemos rejeitar a Lei de Leibniz e postular que A pode ser estendida a B. Por
outro lado, se a Lei de Leibniz nao vale, a impossibilidade de estender A, no
escopo de teorias que nao admitem ‘substratum’; é incompativel com qualquer
idéia intuitiva de um ‘individuo’, tal como ocorre com os quanta.

Nao obstante, cabe notar que independentemente do que sejam na realidade
os objetos do dominio A (como objetos de uma certa ‘realidade’), o fato que se
esta expondo é que o que poderemos ou nao deles falar depende em boa medida
da logica utilizada.
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Individuos e Propriedades

Em um sentido amplo, por uma propriedade de um objeto a, entendemos qual-
quer sentenga, formulada em uma linguagem adequada, a qual possa ser as-
sertada verdadeiramente de a. Podemos representar tal fato por uma férmula
A(z,y1,...,Yn), na qual x,y;, i = 1,...,n sdo variaveis livres se A e x deve ser
instanciada por (um nome de) a. Deste modo, podemos dizer que ‘a é azul’,
‘a estd entre b e ¢’, ‘a distancia entre a e b € menor do que a distancia entre ¢
e d’, e assim por diante, ndo precisando nos restringir a propriedades monédi-
cas unicamente. Por simplicidade, representaremos a férmula acima por A(x),
enfatizando somente a variavel x.

H4 no entanto uma propriedade monadica de a que merece consideragao a
parte. Trata-se do seguinte predicado I,,, definido por I,(z) < x = a (formulado
em uma linguagem com igualdade). Intuitivamente, I, expressa a propriedade
de ‘ser idéntico a a’, o que na légica usual obviamente é verificado por a, face
3 hipétese de que todo objeto é idéntico a si proprio.?” Além disso, chamamos
de Principio da Identidade dos Indiscerniveis (PII) o fecho universal da seguinte
férmula:

(A(z) = A(y)) —z =y

na qual A é uma variavel que percorre a colecao de todas as propriedades dos
objetos x e y.

Admitamos por um momento que PII é falso, valendo sua negagdo, por
exemplo na forma seguinte:

(A(z) = Ay)) ne #y

Nas teorias ‘negativas’ relativamente ao conceito de substancia, nas quais
nada hé para além das propriedades de um individuo, objetos x e y que veri-
fiquem a expressao acima diferem solo numero. O problema esta em se consid-
erar o predicado I, entre os possiveis atributos de a. Com efeito, nessa situagao,
suponha que a e b sdo individuos distintos que verifiquem a negacio do PII posta
acima. Neste caso, desde que partilham todos os seus atributos, em particular
partilhardo I, e entdo a = b, contrariando a hipotese de que sao distintos. Em
outros termos, se I, é considerado entre os predicados de a, entao PII deve ser
um teorema da légica subjacente.

O que resulta é que, se desejamos assumir que PII é um principio falso,?®
entao aparentemente devemos fazer uma restricdo no que se entenda por ‘pro-
priedades’ de um objeto, em especial eliminando coisas como I,. Essa atitude,
no entanto, nos parece ad hoc e nao justificada. Por que deveriamos eliminar
certos atributos possiveis apenas para nos conformar as derivagdes que desejar-
mos? Assim, se pretendemos trabalhar no escopo de uma teoria que nao admita
nada para além das propriedades de um objeto, nenhuma, espécie de quid, como

2"Mais precisamente, a lei reflexiva da identidade asserta que Vz(z = ), e pode ser derivada
dos axiomas da identidade em linguagens de primeira ordem.

28114 muita discussdo na literatura sustentando este ponto de vista. Ver [47, 50], nos quais
se mostra que o PII é violado na mecénica quantica.



24

parece sugerir a mecénica quantica, e se PII nao deve valer, afim de que pos-
samos ter, como parece ser sugerido por essa teoria, entidades indistinguiveis
sob todos os aspectos, duas alternativas surgem naturalmente:

1. A logica subjacente deve ser tal que ambos a = b e a # b sejam admis-
siveis. As logicas paraconsistentes [15, 19] podem ser usadas para tal fim, e
se desejarmos que nao valha a conjuncido a = b A a # b, como parece sugerir
a intuicao, podemos usar uma logica de Jaskowski, que é um caso particular
de logica paraconsistente.??. Neste caso, pode ocorrer que Vo P(X) A Jz—-P(z),
expressao essa que é teorema em alguns célculos paraconsistentes. Deste modo,
se = percorre a colecdo dos atributos de @ (hipdtese essa que pode ser formal-
izada em uma adequada logica de ordem superior), entdo podemos interpretar
a férmula acima como indicando que ‘para qualquer propriedade P do objeto
a, o objeto b tem essa propriedade, mas ha uma propriedade especifica de a
(que pode ser I,) que b nio possui’. Desse modo, isto ¢, mediante um adequado
cambio da logica subjacente, ndo precisamos fazer suposicoes ad hoc acerca das
propriedades possiveis de um objeto.

2. Negar o status de individuos aos objetos em consideracao.

Como vimos acima, um ‘individuo’ € uma entidade da qual se pode, ao menos
conceitualmente —i.e., ainda que nao na prética— pensar como nomeével, individ-
ualizavel e, assim, distinguivel de outros. Por um nao-individuo, por outro lado,
devemos entender uma entidade que viole essas caracteristicas. Por exemplo:
um ndo-individuo ndo pode ser ‘nomeével’, ou seja, receber um rétulo.?® Um
nao-individuo nao pode ser considerado idéntico ou distinto de outros, posto
que neste ultimo caso, teriamos que dizer em que sentido ele seria distinto dos
demais. Por outro lado, se fosse idéntico a outros, nao haveria mais do que
wm individuo. Aparententemente, a questdo é que palavras como ‘idéntico’,
‘distinto’ sdo completamente dialetizadas nesse contexto.?!

Evidentemente, por tudo o que ja se disse, as particulas elementares da fisica
atual constituem o melhor exemplo que temos de entidades nao individuais no
sentido acima.?> E, do que se viu, concluimos que se estamos para consid-
erar nao-individuos de alguma espécie, em especial aceitando que falar de sua
identidade ou diversidade nao faz sentido, entao o PII nao pode ser aplicavel.
Reciprocamente, se PII nao vale e se estamos admitindo que nao ha quid, en-
tdo necessariamente nossa ontologia deve ser a de nao-individuos de alguma
espécie.®3

29Pode-se obter tal logica a partir de [23] definindo-se convenientemente um conceito de
dedugdo adquado. Ver [75].

30Como j4 se mencionou, Schrédinger dizia que “ndo se pode nomear um elétron, pinta-lo
de vermelho” [102].

318chrédinger tambem dizia que o conceito de identidade carece de sentido para as particulas
elementares da fisica atual [101]. Ver os nossos [69, 29].

32Em [76], analisamos com mais detalhe o conceito de ndo-individuos, mais de acordo com
a posicdo de H. Post [93], a qual por sua vez ¢ em muito similar & de Schrddinger [103].

33Essa questdo, de que de certo modo a légica pode condicionar a ontologia, é sustentada
também em [20]. Pode-se ver também [64] sobre a dependéncia entre logica e ontologia.
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A entidade microscopica com a qual se tem que lidar, pelo que se viu, néo
pode ser abordada ‘diretamente’, e isso é, em esséncia, o que traduz o seu carater
de nomologicidade. G. Toraldo di Francia relata este fato numa passagem in-
teressante, que nos permitimos reproduzir aqui. Trata-se, segundo ele, de uma
passagem tirada do livro de J. Herschel ‘Preliminary Discourse on the Study of
Natural Philosophy’:

Na descri¢do vivaz e agradavel feita pelo capitdo Head a propdsito
de sua viagem através dos Pampas da América do Sul, encontramos
uma situagdo que se conforma ao nosso caso. Um dia, o guia parou
subitamente e, apontando para o céu, gritou: ‘Um ledo!’. Surpreso
com tal exclamacao acompanhada de tal gesto, olhou ele para o céu
e percebeu o voo de um condor fazendo o cerco a um certo ponto
particular. Naquele ponto, fora do alcance da vista do guia, havia
uma carcaca de um cavalo e, sobre a carcaga —como o guia bem o
sabia— havia um ledo, do qual o condor guardava distancia. O sinal
do passaro servia ao guia do mesmo modo que a visao do ledo servia
ao viajante, ou seja, uma prova da existéncia do ledo. [119, pp.
117-8] (traducdo livre)

Toraldo di Francia ainda insiste que de certo modo o guia via o ledo, posto
que somente a presenca de um felino daquele porte poderia fazer com que o con-
dor guardasse distancia. O fisico, segundo ele, procede de maneira semelhante
ao se acercar do objeto microscépico, nao podendo aproximar-se e ver ‘o leao’.

Em sintese, em determinados campos da investigacdo, como no caso da fisica
de particulas, nos quais nao temos ‘acesso direto’ as entidades para analisar suas
propriedades, dentro da atividade conceitual que constitui a ciéncia em geral
[21], estas acabam sendo como que estabelecidas por meio de leis fisicas,®* e
neste caso é fundamental atentar para o aparato linguistico (em sentido mais
amplo, a matematica) que dispomos para nela fundamentar nossas teorias e
elaborar nossos conceitos.

Em muitas situacdes, portanto, aparentemente somos impelidos ao fato de
que o arcabouco tradicional, oferecido pela légica e pela mateméatica classicas,
nao se afigura totalmente adequado. Por outro lado, a disponibilidade que se
tem hodiernamente de varias logicas e, como se disse, de varias matematicas
possiveis, faz com que os estudos atuais acerca dos fundamentos da matemaética
ganhem uma dimensao nova, tornando-se algo de extremo relevo para o contexto
da atividade cientifica contemporinea, podendo servir de modo eficaz nao sé
para o desenvolvimento das disciplinas em si, mas para o estabelecimento de
seus fundamentos.

No Capitulo seguinte, elaboramos uma teoria matematica que visa tratar
‘conjuntisticamente’ colegoes de entidades que podem conter os quanta como

34Toraldo di Francia ainda comenta que caso similar se d4 com certos objetos de escala
astrondmica como galaxias muito distantes, quasars e outros corpos celestes [119]. De certo
modo, essa questao é uma volta a Locke, que ja argumentava acerca de objetos que estao
‘ocultos’ de nos, precisamente os mindsculos e os que estdo muito distantes [79].



26

elementos.



Capitulo 3

Fundamentacao Matematica

Beware, as usual, the lures of the classical imagination.
Bas C. van Fraassen (1991)

3.1 A Teoria de Quase-Conjuntos £

Nesta secdo, apresentamos uma versao da teoria de quase-conjuntos, a qual
denotaremos Q . Esta teoria é baseada nas versées apresentadas em [41, 31],
mas é em muitos aspectos distinta delas. Ao longo do texto, na medida em que
formos apresentando os axiomas e defini¢oes, iremos explicando em que sentido
a presente teoria difere das anteriores, quais suas novidades e vantagens.

A linguagem da teoria Q é a da logica de primeira ordem sem igualdade;
usamos x, Y, z, u, v, w para denotar varidveis individuais, as quais percor-
rem um universo de quase-conjuntos e de ‘atomos’ (Urelemente), esses ultimos
divididos em dois grupos distintos: o dos m-atomos e o dos M-atomos. In-
tuitivamente, aqueles serao ditos ‘microdtomos’, e podem ser pensados como
representando microobjetos, ou seja, particulas elementares da fisica atual, os
quanta caracterizados nos Capitulos anteriores, enquanto que estes serdo denom-
inados ‘macrodtomos’, intuitivamente podendo ser pensados como representado
0s objetos macroscopicos que nos cercam.

Para esses ultimos objetos, admite-se por simplicidade que a logica classica é
valida em todos os seus aspectos, enquanto que, para os microobjetos, o conceito
usual de identidade nao seré aplicavel, como se verd. Os M-atomos sdo tratados
em 9 como os Urelemente usuais das teorias de conjuntos com atomos.

Cabe enfatizar que a légica subjacente a Q é uma légica nao-classica que
denominamos de nao-refleziva [69, 77]. Talvez a inica mengao necessaria acerca
dos axiomas logicos de 9 seja a que diz respeito a axiomas do tipo

VeA(z) — A(t)

27
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onde, como usual, ¢ € um termo livre para z em A(x). No entanto, como a idéia
intuitiva é a de que a identidade nao deva aplicar-se em geral, em nosso caso
ndo poderemos tomar ¢ como designando um objeto especifico do dominio. Num
axioma como o acima, t deve ser entendido como um pardmetro, denotando um
objeto arbitrario do dominio do discurso. Alternativamente, poderiamos usar
uma, outra variavel distinta de x no lugar de ¢ no axioma precedente, caso isso
implicasse em problemas com relacdo a liguagem de 2 .

Os simbolos especificos de Q sdo trés predicados unarios m, M e Z, dois
predicados binarios € e = e um simbolo funcional unario gc. Nao ha constantes
individuais; os tinicos termos de £ sdo as varidveis individuais e as expressoes
da forma gc(z), que intuitivamente significam ‘o quase-cardinal de x’.

Por simplicidade, adotamos a seguinte convencao: Vox(...) abrevia Vo (Q(x) —
(...)), enquanto que Jgz(...) abrevia 3z(Q(z) A (...)). Eventualmente outros
predicados podem ser usados em tais expressoes ao invés de ), como m, M ou
Z.

Definigao 3.1.0.3
1. Q(z) :=—~(m(x) Vv M(x)) (x é um quase-conjunto)
2. P(z) =Q(z) AN 3y(y € z) ANVy(y € z — m(y)) (x é um quase-conjunto
puro)
3. C(z) :=M(x)V Z(z) (x é um objeto classico)
4. E(x) = Q) AVy(y € x — Q(y))

5. [Igualdade Extensional| Pare todos x e y, se eles nio sao m-atomos,
entao

r=py:=Vz(zeaxeozey VIMa)AMy he=y)

6. [Subquase-conjunto| Para todos x e y, se eles ndo forem dtomos, entio

rCy:=Vz(z€x—z€y)

Se x #g y, isto &, -(x =g y), dizemos que x e y sdo extensionalmente
distintos. Como ¢é usual, z C y significa *+ C y Az #g y. Obviamente,
t CyAy C o — x=py. A frente, usamos simbolos como <g e <g, dentre
outros, para representar relacoes entre quase-cardinais. Sua justificativa vem de
que tais simbolos tém um significado ‘classico’ uma vez que ha uma ‘cépia’ de
ZFC em £ , como se vera. Afim de evitarmos confuses com a terminologia que
serd introduzida no Capitulo seguinte, ndo usaremos x ¢ y como abreviacdo de
~(z € y).

Os quatro primeiros axiomas de 9 séo os Aziomas da Indistinguibilidade:

(Q1) Va(z = x)
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(Q2) VaVy(z =y —y==x)
(Q3) VaVyVz(z =y ANy=2z — x = 2)

(Q4) Vavy(-m(x) A -m(y) — (v = y — (A(w,2) — A(,y)))), com as re
stricoes sintaticas usuais.

Mais a frente (Teorema 3), poderemos provar que a igualdade extensional
tem todas as propriedades da identidade classica.

Intuitivamente, entidades extensionalmente iguais sdo ‘a mesma entidade’,
enquanto que entidades indistinguiveis estao relacionadas por uma relacao mais
fraca, que espelha uma relacdo de equivaléncia apenas. A teoria classica da
identidade [70, 111] ndo é valida para os m-atomos.

Cabe observar que o fato aqui postulado de que vale o principio de substi-
tutividade para quase-conjuntos indistinguiveis, pode causar certo espanto. De
fato, intuitivamente falando, como podemos pensar que ‘tudo o que podemos
dizer de um quase-conjunto podemos também dizer de um outro que lhe seja
indistinguivel’ 7 Por exemplo, a afirmativa de que tudo o que eu possa asseverar
de uma colegao de elétrons, como daqueles que constituem os elétrons de meu
lapis, depositado sobre a minha mesa de trabalho, possa também ser dito de
uma cole¢do indistinguivel dela (no sentido que sera estabelecido pelo axioma
(Q26)), por exemplo de uma colegao de elétrons que esta no presente momento
no planeta Saturno, aparentemente se afigura trivialmente falsa.! Com efeito,
pensariamos, a afirmativa de que a primeira colecdo estd sobre a minha mesa
nao se aplica a segunda, que estd em Saturno, violando o axioma (Q4).

Esta maneira de raciocinar, no entanto, é equivocada. Poderiamos dizer que
é uma maneira ‘classica’, e nao ‘quintica’, de pensar. Com efeito, na mecéanica
quantica nao ha sentido preciso em referirmo-nos a ‘este particular elétron’ ou
a ‘este particular foton’. A afirmativa de que ‘o primeiro elétron esta aqui,
enquanto que o segundo elétron esta acold’ ndo tem nenhum significado, posto
que isso implicaria (e aqui usaremos algo da notagdo usual da mecénica quantica)
que o estado do sistema seria descrito por um vetor da forma |¢1) ® |1)s), que
nao é acessivel a férmions, como visto. Ou seja, o estado a ser considerado
deveria ser |¢1) ® |12) — |t2) ® |1)1), a menos de um fator de normalizacio que
pode ser aqui desprezado. Essa é a esséncia da critica ao formalismo da primeira
quantizacao desferida por M. Redhead e P. Teller, como mostramos no Capitulo
precedente. Pode-se pensar intuitivamente que ha um par de elétrons, um aqui
e outro acold, mas é totalmente sem sentido dizer que um deles esté aqui e que
0 outro estd acold; o mais correto é admitir que ambos estao partilhando do fato
de estarem aqui e acold, pelo fato de partilharem um estado de ‘superposicao’,
ou ‘mistura’ (mized state) [123, p. 443].

Do nosso ponto de vista, podemos ler o axioma (Q4) como indicando que
se 0s quase-conjuntos z e y sdo indistinguiveis, € indiferente qual deles seja

1Esta colocacdo reflete apenas a problematica intuitiva da questdo, uma vez que diz respeito
a questdo de se especificar o que seriam as ‘propriedades’ de tais entidades, o que é muito
discutivel na literatura. Ver [50].
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considerado em todas as assercdes relevantes acerca de tais colecdes.?
A seguir, apresentamos outros axiomas de £ .
(Q5) Nada é simultaneamente um microdtomo e um macrodtomo:

Va(=(m(z) A M(x))

(Q6) Se algo tem elementos, é um quase-conjunto:

VaVy(z € y — Q(y))

Q7) Todo conjunto é um quase-conjunto:
] ]

Va(Z(z) — Q(x))

(Q8) Um conjunto ndo pode conter m-atomos como elementos:

Vor(Emy(y € x) — ~Z(x))

(Q9) Quase-conjuntos cujos elementos sdo objetos classicos (cf. Def. 1.1;3
acima) sdo conjuntos:

Vou(Vy(y € z — Cly)) — Z(x))

Do oitavo axioma, um conjunto nao pode conter m-atomos como elementos.
Esse resultado, junto com o axioma precedente, sugere que tampouco os elemen-
tos de um conjunto podem ter m-atomos como elementos, o mesmo se dando
com os elementos de seus elementos, e assim por diante. De maneira geral, os
conjuntos sdo caracterizados em £ como sendo aqueles quase-conjuntos cujo
fecho transitivo (conceito esse definido de modo usual) ndo contém m-atomos.

(Q10) Entidades indistinguiveis dos m-atomos sao m-atomos:
Va(m(z) Ao =y — m(y))

A razdo de se postular (Q10) vem do fato de que pode-se provar que se
¢ um macroatomo (respect., um quase-conjunto), e se y ¢ indistinguivel de z,
entdo y ¢ um macroatomo (respect., um quase-conjunto). Com efeito, se M(x)
ey =z, entdo M (y) pelo axioma (Q4). Do axioma (Q5), y ndo pode ser um
m-atomo e, da definicdo de quase-conjunto, y ndo pode ser um quase-conjunto
tampouco. Raciocinio analogo pode ser aplicado quando x é um quase-conjunto.
No entanto, como o axioma (Q4) ndo se aplica aos m-atomos, o mesmo nao
pode ser demonstrado quando x é um m-atomo; dai o axioma (Q10).

2Como mencionado no Capitulo 1, e dito acima, é um problema dificil especificar o que
sejam todas as ‘propriedades’ das particulas elementares.
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Defini¢ao 3.1.0.4 (Quase-conjuntos Similares) Sex ey sdo quase-conjuntos
nao vazios, entao

Sim(z,y) :=VVt(z Ex Nt €Yy — 2 =t)

Intuitivamente, quase-conjuntos similares sdo constituidos por elementos de
‘mesma espécie’. Por exemplo, colegdes (quase-conjuntos) de elétrons sdo simi-
lares, assim como as de prétons ou as de quaisquer particulas elementares ‘idén-
ticas’ (no jargao dos fisicos). Com um pouco mais de propriedade, podemos
dar um exemplo mais acurado, j& que poder-se-ia pensar que elétrons podem
ser distinguidos por exemplo pela sua localizacao espacial. Mas pensemos nos
seis elétrons do nivel 2p de um atomo de so6dio; admitamos que = € formado por
dois deles e que y é formado por ‘outros’ dois. Obviamente, x = y.

(Q11) [Conjunto Vazio] Existe um conjunto que ndo tem elementos, que seré
denotado ‘0’

Azavy(=(y € z))

Numa versao anterior da teoria de quase-conjuntos, haviamos postulado que
havia o quase-conjunto vazio. No entanto, no escopo de £ ndo ha como provar
que tal quase-conjunto resultaria ser um conjunto, como parece interessante se
supor.

(Q12) Conjuntos indistinguiveis sdo extensionalmente idénticos:
VzaVzylr =y — x =py)

Este axioma relaciona os conceitos de indistinguibilidade e de identidade ex-
tensional no que diz respeito a algumas das ‘entidades classicas’ (conjuntos),
fazendo com que, para conjuntos, valham as propriedades usuais da identidade

extensional (para tais entidades vale uma versdo do usual axioma da extension-
alidade).

(Q13)[‘Pseudo-Par’] Dadas quaisquer duas entidades, ha o quase-conjunto que
contém todas as entidades que sao indistinguiveis de uma ou da outra:

VaVydoz(Vi(t € z »t=ax Vi =y)

O ‘pseudo-par’ de = e y serd denotado [z,y]. Do axioma, podemos formar
também o ‘pseudo-unitario’ de x, denotado [z]. No entanto, mesmo no caso de
x e y serem indistinguiveis, ndo se tem em geral que [z] e [z, y] sejam extension-
almente idénticos, pois nao se pode asseverar que tém ‘os mesmos’ elementos.
Observa-se ainda que o pseudo-par pode conter ndo somente z e y como ele-
mentos; analogamente, o pseudo-unitario de x em geral nao contém unicamente
2 como elemento.

(Q14)[Esquema da Separagao] Dado um quase-conjunto x e uma ‘condigao’
A(t) expressa na linguagem de Q , existe o quase-conjunto dos objetos de = que
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satisfazem a condicio dada:®
VordoyVi(t € y — t € x A A(t))

O quase-conjunto postulado sera muitas vezes escrito [t € z : A(t)]. Con-
trariamente ao que se da com as teorias usuais de conjuntos, aqui perde-se a
‘unicidade’ do conjunto postulado. Com efeito, admita-se que = é uma certa
colecio de particulas elementares, digamos elétrons, e que a condigdo A(t) seja
a seguinte: ‘t (é um elétron dessa colecdo que) tem spin up medido na direcdo do
eixo X’. Como se sabe, pode-se obter diferentes colecoes de elétrons em medidas
diversas dessa mesma propriedade, todas com a mesma (quase-)cardinalidade.
Os quase-conjuntos obtidos, na nossa acepc¢ao, sao indistinguiveis. O esquema
da separacgao, portanto, pode-se dizer, prové, dependendo da natureza dos el-
ementos de x, eventualmente nao propriamente um subquase-conjunto de z,
mas uma certa ‘classe de equivaléncia’ de subquase-conjuntos indistinguiveis.
Este fato relaciona-se com a existéncia, na mecanica quantica, de predicados
(‘condicbes’ sobre particulas elementares, se desejarmos) que nao tém extensiao
bem definida, como apontado por exemplo em [34]. Ver também o nosso [30].
Este ponto serd abordado no Capitulo 3.

(Q15)[Unido] Dado um quase-conjunto x cujos elementos sejam também quase-
conjuntos, existe um quase-conjunto, dito untdo de x, cujos elementos sdo aque-
les e somente aqueles que pertencem a pelo menos um dos elementos de x:

Voz(E(x) — Joy(Vz(z € y) <« Ft(z € t At € 1))
como é usual, o quase-conjunto y é denotado
Ut
tex

enquanto que z U w tem o seu significado habitual.

(Q16)| Quase-conjunto Poténcia] Para qualquer quase-conjunto x, existe o quase-
conjunto y cujos elementos sao os subquase-conjuntos de x:

VoxdoyVt(t ey —t C x)

Tal quase-conjunto serd denotado por P(x). A definigdo abaixo introduz re-
spectivamente os conceitos de ‘parte pura’ de um quase-conjunto x, de ‘pseudo-
par’ ordenado e de ‘pseudo-produto cartesiano’. Propriedades anédlogas as clas-
sicas relativas a esses conceitos podem ser demonstradas sem dificuldade.

Definicao 3.1.0.5

1.7 :=[ye€x:my)

30 conceito de ‘condigdo’ é o usual, podendo ser definido de maneira anléloga (levando
em conta os simbolos da linguagem de £ ) ao conceito de frases da teoria dos conjuntos
apresentado com detalhes em [44, pp. 7-8].
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2. <x,y> = [[*ﬂ» [xa yH
3. Para quaisquer quase-conjuntos r and y,

rxy:=[z,u) € PP(xUy):z€xAu €y

3.1.1 Relagoes

O conceitos de relagdo nao difere daquele apresentado em outras teorias [69, 72,
30]. Sao relembrados aqui unicamente com a finalidade de tornar o texto mais
auto-suficiente. Dizemos que w é uma relacao entre dois quase-conjuntos = e y
se satisfaz o seguinte predicado R:

Rw) = Qw)AVz(z € w — Fuv(u € x Av EYyA z =g (u,v)))

Obviamente, como no caso classico, R € PPP(xUy). Como é usual, se x =g y,
dizemos que R é uma relagao sobre x. O dominio de R é definido como sendo o
quase-conjunto Dom(R) := [u € x : (u,v) € R], a0 passo que o0 quase-conjunto
Ran(R) :=[v € y: (u,v) € R] é a imagem de R.

Como usual, uma relacdo R sobre um quase-conjunto z é uma relacao de
equivaléncia sobre x se for reflexiva, simétrica e transitiva em x, defini¢cbes
essas que tém o seu sentido habitual. Caso de interesse particular é o da a
relacao de indistinguibilidade, que tem essas propriedades, como estabelecido
pelos axiomas (Q1)—(Q3). Neste caso, dado um quase-conjunto puro z de
quase-cardinal finito n,* as classes de equivaléncia dos elementos de  podem
ser identificados com as colegdes (subquase-conjuntos) de elementos entre si
indistinguiveis. Tais conjuntos quociente foram por nés identificados com os
‘agregados efetivos’ na acepgao de H. Weyl em [71].

3.1.2 Ordem.

Definir uma relacao de ordem sobre um quase-conjunto x, i.e., uma relacao sobre
x que seja reflexiva, anti-simétrica e transitiva, exigiria que, na anti-simetria,
usassemos a relacdo de indistinguibilidade ao invés da igualdade para cobrir o
caso geral de x conter m-atomos como elementos. Isso posto, uma tal relacao nao
‘ordenaria’ x no sentido intuitivo da palavra, posto que ‘confundiria’ entre seus
elementos indistinguiveis. Com efeito, a anti-simetria diria simplesmente que se
wRt e setRw, entao w e t seriam indistinguiveis. Uma tal relagao, quando muito,
poderia ser denominada de pseudo-ordem sobre x, nao ‘ordenando’ entidades
indistinguiveis, intuitivamente falando. Uma pseudo-ordem estrita (irreflexiva e
transitiva), do mesmo modo, poderia fazer sentido unicamente entre elementos
nao indistinguiveis.

Axiomas do infinito e regularidade podem ser introduzidos de modo usual:

‘Este exemplo pode ser generalizado, mas é suficiente que raciocinemos sobre quase-
cardinais finitos e sobre quase-conjuntos puros. Ver o nosso [71] para detalhes sobre os
‘agregados de Weyl’.
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(Q17) [Infinito] 3z (0 € x AVy(y € 2 AQ(y) — y U [y] € 7))

(Q18) [Regularidade] Quase-conjuntos sao bem fundados, ou seja, dado z, ndo
ha cadeias infinitas da forma ... € 25 € 21 € x:

Vox(E(x) Nz #0 — 3oy ez Ayna=10))

Com base no que se desenvolveu até agora da teoria 2, pode-se mostrar
sem dificuldade que é possivel definir uma traducio da linguagem de ZFC na
linguagem de 9, de sorte que ha uma ‘copia’ de ZFC em Q. Detalhes nesse
sentido foram apresentados em [69, 72|, e podem ser adaptados facilmente para
o caso presente. Com efeito, basta interpretar o predicado de pertinéncia de ZFC
no predicado de pertinéncia de 2, a igualdade de ZFC na igualdade extensional
de 9 e restringir os quantificadores de qualquer formula de ZFC a conjuntos de
£, ou seja, a entidades que verificam o predicado Z. Isso posto, é facil perceber
que os axiomas de ZFC sdo traduzidos em férmulas que sdo teoremas de Q .°

A traducgido mostra que £ é essencialmente mais forte do que ZFC, e entdo
pode-se reconstruir em £ a teoria usual de cardinais, assim como a dos ordi-
nais, que sao conjuntos particulares de £ , tendo portanto um comportamento
classico. Em particular, pode-se definir em Q os seguintes conceitos: card(z),
que representard o cardinal de z, Cd(x), que diz intuitivamente que z é um

cardinal. Usaremos «, (3, ... para representar cardinais. Um quase-conjunto x é
finito se seu quase-cardinal for um ntmero natural; este fato serd representado
por Fin(x).

Observamos uma vez mais que, com relagdo a quase-conjuntos em geral,
uma vez que os m-atomos ndo sao bem comportados relativamente ao con-
ceito de identidade, estes nao podem ser ordenados ou distinguidos por nomes
proprios de modo nao ambiguo, tal como ocorre (em principio) com particulas
elementares. No entanto, assim como ha sentido fisico afirmar-se que uma certa
colecao de particulas elementares tem um determinado nimero de elementos,
parece razoavel admitir-se que para cada quase-conjunto ha um ‘quase-cardinal’
associado, que é um cardinal no sentido usual. Os axiomas que regem esse
conceito sao os seguintes:

(Q19) A tudo o que nao for um quase-conjunto, associa-se o quase-cardinal
Zero:

Va(=Q(x) — gc(x) =g 0)

(Q20) Para qualquer quase-conjunto, existe um tnico cardinal que é o seu
quase-cardinal e que, no caso do quase-conjunto em questdo ser em particular

5A linguagem da teoria ZFU, ou seja, Zermelo-Fraenkel com Urelemente, pode ser também
traduzida na de £ bastando interpretar os Urelemente como M-atomos e, neste caso, 0S
quantificadores das formulas de ZFU devem ser restritos as entidades classicas de 2 , ou seja,
aos z tais que C'(z), conforme Def. 1.1;3.
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um conjunto, o seu quase-cardinal coincide com o seu cardinal em sentido usual:

VoaAly(Cd(y) Ny =g qc(z) A (Z(x) — y =g card(z)))

(Q21) Quase-conjuntos outros que o conjunto vazio tém quase-cardinal nao
nulo:

Vou(z #5 0 — qc(z) #5 0)

O axioma seguinte assevera que se um certo quase-conjunto tem quase-
cardinal «, entao qualquer cardinal menor que « é o quase-cardinal de algum
subquase-conjunto de z:

(Q22) Yoz(qe(r) =g a = VB(B <p a — 3qy(y € z Aqcly) =g B))

(Q23) O quase-cardinal de um subquase-conjunto de z ndo é maior do que o
quase-cardinal de x:

VoaVoyvt(y C x — qc(y) <g qc(z))

(Q24) VoaVoy(Fin(z) Ax Cy — ge(x) < qe(y))

No préximo axioma, a expressio 29¢(%) representara a quantidade de subquase-
conjuntos z, informalmente tomada no seu sentido classico. Deste modo, pos-
tulamos que

(Q25) You(ge(P(x)) =g 29°))

Algumas palavras auxiliardo a compreensdo do aspecto intuitivo que move
a formulacdo de tais axiomas, em especial deste tltimo, ainda que para tanto
facamos uso de alguns conceitos e axiomas que serdo introduzidos abaixo.5

Imaginemos entao a seguinte situacao. Suponha que estamos considerando o
j4 aludido nivel 2p de um atomo de s6dio. Nada pode discernir um do outro os
seis elétrons que a ele pertencem. No entanto, raciocinamos como se houvessem
6 ‘entidades’ em tal nivel, e ha evidéncias empiricas que sustentam tal suposicao.
Mas, como refletir este fato em nossa teoria? De modo mais geral, se um
certo quase-conjunto, digamos x tem quase-cardinal «, tendemos a raciocinar
como se x tivesse o elementos, neste caso todos indistinguiveis entre si, num
contexto em que Toraldo di Francia chamou de ‘objectuagio’ [117, p. 222].7
Entdo, se toméssemos os unitarios fortes dos elementos de z (cf. Def. 1.6
abaixo), seria sensato supor que deveriam haver a de tais subquase-conjuntos,
nos mesmos moldes da teoria classica de conjuntos. Porém, por forca do axioma
da extensionalidade fraca (axioma (Q26) a frente), todos esses ‘unitarios’ seriam

6Estas observacdes poderiam ser feitas formalmente no final desta secio, mas sdo aqui
colocadas meramente afim de facilitar a visdo intuitiva dos axiomas acima.

"Para ele, ‘objectuacio’ seria essa tendéncia inata que temos de ‘dividir o mundo’ em
objetos para deles falar. Ou seja, no caso, em se pensar que hd a entidades num quase-
conjunto x posto que gc(z) =g a.
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indistinguiveis, e nada na teoria poderia discerni-los uns dos outros. O mesmo
de dé&, evidentemente, com os subquase-conjuntos de x que tém quase-cardinal 2,
3, e assim sucessivamente, até o. Nessa linha de raciocinio, seria aparentemente
sensato esperar que P([z]) tivesse quase-cardinal < «; mais precisamente, seria
de se esperar que qc(P(x)) =g n.

No entanto, o axioma (Q25) diz que isso ndo se da, mas que mantém-se
a caracteristica intuitiva de que hd o subquase-conjuntos em x com quase-
cardinal 1 e, em geral, para cada 1 < ¢ < «, h& combinagoes de o elementos
tomados a taxa ¢ subquase-conjuntos com quase-cardinal <. Em outras palavras,
o axioma (Q25) preserva o sentido intuitivo do termo ‘objectuacdo’, de sorte
que podemos raciocinar, por exemplo, como se houvessem « elementos em =x.
Em outras palavras, ha « ‘unitarios’, ainda que todos sejam indistinguiveis entre
si. Os m-atomos, deste modo, permanecem podendo ser pensados como certo
tipo de ‘individuos’ em sentido légico.

O axioma seguinte é um dos axiomas mais caracteristicos da teoria Q |,
denominado ‘axioma da extensionalidade fraca’. Intuitivamente, (Q26) afirma
que os quase-conjuntos x e y sao indistinguiveis se tiverem ‘a mesma quantidade
de elementos de mesma espécie (entre si indistinguiveis)’. Isso reflete de certo
modo o atomismo de Dalton, para quem duas moléculas de adgua, por exemplo,
seriam ‘exatamente a mesma coisa’. A formulacio do axioma é distinta daquela
apresentada na teoria S** | na qual se postulava que quase-conjuntos similares
e de mesma quase-cardinalidade sao indistinguiveis.

(Q26) [Eatensionalidade Fracal
VoaVoy(Vi(t €z — ' (' eynt =t Aqe(tfNz) =g qe([t'] Ny)))) = z=y)

Resulta de modo imediato o seguinte teorema (adotado como axioma em
S* )

Teorema 3.1.2.1 VoazVoy(Sim(z,y) A ge(x) =g qe(y) —z =y

3.1.3 Funcoes

O conceito de fungdo requer mais cuidado que o de relagdo. Com efeito, uma
funcdo usual ndo distinguiria entre argumentos e valores se agisse sobre m-
atomos. O maximo que podemos exigir é que uma tal funcao associe entidades
indistinguiveis a entidades indistinguiveis. Introduzimos entao o conceito de
quase-fungdo do seguinte modo [72]:

Definigao 3.1.3.1 Sejam x e y quase-conjuntos. Entdo f é uma g-funcao de
x emy se f é tal que (R € o predicado ‘relagdo’ definido acima):

R(f) AVu(u € x — Fv(v € y A {u,v) € f)A

Vuvu' Vovu' ({u,v) € fA W V) € fAu=u —v=0)
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Definigao 3.1.3.2 Se f é uma q-funcio de x em y e satisfaz a condi¢io adi-
cional:
Vuvu'Vovu' ((u,v) € fA W 0) € fFAv=0 —u=d)

Age(Dom(f)) <g ge(Rang(f))

dizemos que f € q-fung¢do injetora, ou g-inje¢do de x em y, ao passo que f é
uma q-funcdo sobrejetora ou g-sobrejecao de x em y se € uma q-funcdo de
x em y tal que

Yo(v € y — Ju(u € x A (u,v) € f)) Age(Dem(f)) >g qc(Rang(f)).
Ademais, uma f que € simultaneamente uma g-injecao e uma q-sobrejecdo é
dita ser uma q-fungdo bijetora, ou g-bijegado. Neste caso, gc(Dom(f)) =g

qe(Rang(f)).

Usamos a notagao Bj(w) para dizer que w é uma g-bijecao de x em y.

Com relacdo a algumas das identidades acima, observamos que no caso geral
nao ha critério para se verificar se dois quase-conjuntos tém ou ndo a mesma
quase-cardinalidade, jA que nao ha algo como que um ‘processo de contagem’
bem definido para um quase-conjunto x se ele contém m-atomos como elementos.
Com efeito, admita que x &€ um quase-conjunto puro (cf. Def. 1.1;2) cujo quase-
cardinal é 6 (ou seja, x tem 6 elementos, intuitivamente falando). Por exemplo,
x pode ser a cole¢io de elétrons do nivel 2p de um atomo de sédio. Os fisicos
podem determinar experimentalmente que ha 6 elétrons em tal nivel, mas de
modo algum podem discernir esses seis elétrons um do outro, como ja se disse.
Desse modo, se fossemos ‘conté-los’ estabelecendo uma bijecao de 6 = {0,...,5}
em x, a qual elétron associariamos cada um dos naturais 0,...,57 Nao ha
nenhum critério que deva prevalecer sobre qualquer outro. Em outras palavras,
funcdes usuais nao poderiam ser definidas.

Consequentemente, ndo poderiamos ‘desenhar’ ou escrever no papel uma tal
g-funcdo, como num exercicio de casa. Dito de um modo mais preciso (usando
o jargdo classico), o predicado ‘f é uma quase-fun¢io de = em 6’ nio teria uma
extensdo bem definida, ou seja, o quase-conjunto dos pseudo-pares ordenados
que pertenceriam a f ndo ficaria caracterizado de modo univoco. Como um
quase conjunto de pseudo-pares, f (ou melhor, a extensdo de f) poderia ser
escrita f = [(0,v1),...(5,v5)], onde v1,...,vs denotam ambiguamente os ele-
mentos de x. Nao ha como fazer melhor. Um dos grandes problemas que aqui
se colocam é precisamente a necessidade de se empregar a linguagem usual para
nos referirmos a entidades que nao se comportam de maneira usual.® As ex-
plicagoes intuitivas, metalinguisticas, ficam em muito comprometidas com isso,
muitas vezes causando certa preplexidade e, eventualmente, certa suspeita por
parte do leitor. Para tranquilizd-lo, se é que isso é possivel, talvez devessemos

8Esse sempre foi, alids, um dos mais intrincados problemas relativos aos fudamentos da
mecénica quantica, como atestam por exemplo os escritos de Schrédinger [101, 102, 103]; ver
também o nosso [26].
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dizer como Heisenberg quando se referiu & nao intuitividade dos conceitos quan-
ticos: o tinico modo de compreendé-los é ler equacoes matematicas, no caso, os
axiomas de Q.

Teorema 3.1.3.1 (‘Extensionalidade’)
VorVoy(Vz(z €ex =z €y) —x =y)

Proof: Se x e y sdo quase-conjuntos que tém exatamente os mesmos elemen-
tos, entdo eles tém o mesmo quase-cardinal (essa ‘desejavel’ propriedade resulta
dos axiomas para quase-cardinais vistos abaixo). Como a relagdo de indistin-
guibilidade é reflexiva (axioma (Q1)), = e y sdo similares; logo, pelo Teorema
1, sdo indistinguiveis.

Por outro lado, resulta da Def. 1.1;5 que se Vz(z € & < z € y), entdo
r =g Yy, mas isso nao implica que x =g y seja em geral equivalente a x = y.
Essa equivaléncia s6 vale para x e y conjuntos, conforme (Q12).

Definigao 3.1.3.3 Se A(x,y) € uma formula na qual x e y sdo varidveis livres,
dizemos que A(xz,y) define uma condigdo y-(¢-functional) sobre um quase-
conjunto t se Vw(w € t — IsA(w, s) AVwVw' (w € t Aw' € t — VsVs'(A(w, s) A
A’ Y Nw=w" — s=¢")). Este fato serd abreviado por VxIlyA(x,y)).

(Q27) [Esquema da Substituigdol
VeIlyA(z,y) — Youdgu(Vz(z € v — Jw(w € u A A(w, 2)))

Em se tratando de quase-conjuntos, o esquema da substituicao diz intu-
itivamente que as imagens de quase-conjuntos por quase-funcoes sao também
quase-conjuntos. De maneira similar ao que ocorre classicamente, postulando-se
tal esquema, o esquema, da separacao pode ser dispensado.

Apresentamos a seguir uma nova versdo do axioma da escolha. Na versao
apresentada em [72], postulamos que se z é um quase-conjunto nao vazio cujos
elementos sao dois a dois disjuntos e ndo vazios, entdo existe um quase-conjunto
que contém indistinguiveis de cada um dos elementos dos elementos de = que
pertencem a tais elementos de x. Ou seja, intuitivamente falando, para formar
0 ‘quase-conjunto-escolha’ tomavamos alguns (i.e., um subquase-conjunto de
quase-cardinalidade adequada) dos indistinguiveis dos elementos dos elementos
de x, uma vez que nado havia como tomar ‘um deles’. A forma abaixo, no
entanto, é mais consoante com a idéia do axioma da escolha das teorias usuais
de conjuntos. Isso é feito empregando-se a noc¢do de ‘unitario forte’ dada pela
defini¢ao seguinte.

Definicao 3.1.3.4 (Unitdrio Forte) O unitirio forte de x é o quase con-
junto x’' que salisfaz a segquinte propriedade:

a’ Clz] Age(a') =g 1
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Em palavras, ' é o subquase-conjunto de [z] que tem exatamente um ele-
mento. Como vimos, o significado de ‘1’ é o usual, posto que todo quase-cardinal
é um cardinal (axioma (Q20). Desse modo, temos um significado intuitivo para
o que significa ‘um indistinguivel de 2’. O teorema abaixo fornece os argumentos
para a existéncia do unitario forte de .

Teorema 3.1.3.2 Pare um = qualquer, existe o unitdrio forte de x.

Proof: Inicialmente, tomamos o quase-conjunto [z] dos indistingiveis de x,
dado pelo axioma do pseudo-par. O axioma (Q20) diz que todo quase-conjunto
tem um quase-cardinal, e o axioma (Q21) diz que se o quase-conjunto ndo é
vazio, seu quase-cardinal é > 1, como ocorre com [z], uma vez que, sendo =
reflexiva, « € [z]. Logo, qc([z]) > 1. Mas entdo, pelo axioma (Q22), existe
um subquase-conjunto de [z] que tem quase-cardinal 1. Usando o esquema da
separacio, obtemos o subquase-conjunto x’ tal como na defini¢do precedente.

Obviamente, perde-se a unicidade do unitario forte. Dado z, todos os
unitarios fortes de = sdo indistinguiveis no sentido do axioma (Q26) e do Teo-
rema 1. Isso no entanto nao ¢ de causar espanto; quando um fisico fala que um
elétron interage com um &tomo para formar um fon e depois que um elétron
é liberado pelo a4tomo para novamente formar o a4tomo neutro, ndo hi como
distinguir o elétron absorvido daquele que foi emitido, uma vez que ele entra
em estado de superposicao com os demais elétrons do 4tomo. Na verdade, nao
importa qual seja o elétron liberado: a questao ‘O elétron que entrou é o mesmo
que saiu 7’ simplesmente nao se coloca.

Isso posto, podemos formular o axioma da escolha do modo seguinte:

(Q28) [Azioma da Escolhal

Vox(E(x) A\VyVz(y ez ANzex —yNz=g 0Ny #r 0) —
douVyVu(y € z Av € y — Fow(w C ] Age(w) =g LAwNy =wNu)))

O axioma estabelece que hé sentido preciso a afirmativa de que o quase-
conjunto u tem ‘um’ elemento de cada um dos elementos de x.
Podemos agora provar o seguinte resultado:

Teorema 3.1.3.3 A igualdade extensional tem todas as propriedades da iden-
tidade cldssica.

Proof: Com efeito, se x e y sao ambos M-atomos indistinguiveis, entao sao
extensionalmente idénticos por definigao (Def. 1.1;5); neste caso, o axioma (Q4)
se aplica e este resultado, juntamente com o axioma (Q1), prové as propriedades
basicas da igualdade usual (reflexividade e substitutividade). Se no entanto x
e y forem ambos quase-conjuntos, para que sejam indistinguiveis, pelo axioma
Teorema 1, basta que sejam similares (cf. Def. 1.2) e que tenham a mesma
cardinalidade. Mas se = e y forem extensionalmente idénticos (i.e., tiverem
exatamente os mesmos elementos), obviamente terdo o mesmo quase-cardinal
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e serdo indistinguiveis, e entdo novamente o axioma (Q4) se aplica, com isso
provendo os requerimentos basicos da identidade classica. Logo, quer x e y
sejam quase-conjuntos contendo exatamente os mesmos elementos, quer sejam
M-atomos indistinguiveis, a igualdade extensional, aplicada a tais entidades,
tem as mesmas propriedades da identidade usual.

Outro interessante resultado, que desempenhara papel importante abaixo, é
0 seguinte

Teorema 3.1.3.4 (Nao-Observabilidade de ‘Permutacgdes’) Seja x wma quase-
conjunto e seja z m-dtomo tal que z € x. Se w é m-dtomo indistinguivel de
z que ndo pertence necessariamente a T (ou seja, a Unica informagdo que dis-
pomos € que w = z). Entdo, se 2z’ e w' sdo os unitdrios fortes de z e de w
respectivamente, resulta que

(x -2 Yuuw =x

Proof: Consequéncia imediata do (Q26).

Na expressdo do teorema, a diferenca de quase-conjuntos tem o seu sig-
nificado habitual. Intuitivamente, o resultado expressa que ‘nada muda’ num
quase-conjunto se um seu elemento é substituido por outro que lhe seja indis-
tinguivel.

O teorema precedente expressa em termos de quase-conjuntos um fato pe-
culiar da mecénica quéntica, a saber, a ‘ndo observabilidade’ de permutagoes
entre particulas elementares ‘idénticas’, que ja discutimos em [76].

Certamente, ha que se desenvolver a teoria £ do ponto de vista matematico,
o que poderia apontar alguns detalhes interessantes e talvez sugerir a intro-
ducao de novos axiomas. Mencionaremos mais detalhes acerca disso no Capi-
tulo seguinte e no Capitulo final. O que se apresentou aqui teve por base a idéia
de se tratar de algum modo ‘conjuntista’ colecbes de entidades indistinguiveis,
com isso eventualmente contribuindo no sentido de se prover uma resposta ao
Problema de Manin j& aludido. Na secao seguinte, esboca-se o0 modo pelo qual
se pode provar que 9 é equiconsistente com ZFC, resultado esse de interese
matematico, posto assegurar que £ é ‘tao segura quanto’ a matematica tradi-
cional no que diz respeito & possibilidade de se derivar contradigoes.

3.2 Equiconsisténcia entre Q e ZFC

Ja mostramos em [74] que as teorias de quase-conjuntos S* [72] e S** [76] sao
equiconsistentes com ZFC. O mesmo pode ser mostrado com relagio a Q. Nao
daremos todos os detalhes, unicamente chamando a atencao para as ‘novidades’
caracteristicas de Q.

A tradugdo mencionada anteriormente da linguagem de ZFC na de £ indica
que temos uma ‘copia’ de ZFC em . Desse modo, é imediato que, se Q é
consistente, entao ZFC é consistente.

Quanto a reciproca, usaremos o argumento apresentado em [31] (adaptado
para o caso de ) que essencialmente permite construir um ‘modelo’ para  em
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ZFC. A importancia deste fato reside em que, se podemos interpretar quase-
conjuntos ‘classicamente’, em particular os m-atomos, entao aparentemente as
teorias de quase-conjuntos seriam dispensaveis, bastando a teoria de conjuntos
padrao para tudo o que desejassemos dizer, inclusive com relagao a microobjetos.
Este ponto de vista ndo deixa de ter sua razao, estando estreitamente relacionada
com a interpretacao de Copenhagen da mecanica quéantica, defendida por Bohr,
Heisenberg, von Weizsicker, Rosenfeld, dentre outros. No entanto, embora o
fato de se encontrar uma representacdo para os m-atomos na teoria classica
de conjuntos ter analogia com o fato de que a mecinica quintica se expressa
mediante a linguagem da andlise funcional cléssica, isso nao contorna objecoes
como as postas por Schrédinger com respeito & ‘particula real’, que para ele
deveria ser ‘ndo-individual’ [103].

Cabe ressaltar que uma coisa é se obter uma estrutura matematica que
possibilite derivar as leis fisicas necessérias para a explicacdo de certos feno-
menos,9 outra é obter um aparato matematico que permita tratar as enti-
dades fundamentais de sorte que sejam preservadas suas caracterisicas como
a nao-individualidade. De fato, muitas das objecoes de Schrédinger a escola de
Copenhagen parecem ser dirigidas a este tipo de questionamento: simplesmente
‘eliminando-se’ microobjetos, ndo se obtém qualquer abordagem ao ‘objeto fisico
real’. As intuicOes de Schrodinger no sentido de encontrar uma linguagem ade-
quada para expressar ambos os aspectos da matéria, i.e., ondas e particulas, até
0 momento aparentemente nunca se concretizaram de modo satisfatério [28, 42].

Todas as construcoes matematicas que se seguem sao consideradas em ZFC.

Defini¢ao 3.2.0.5 Sejam m um conjunto ndo vezio e R uma relacio de equiv-
aléncia sobre m. As classes de equivaléncia correspondentes serdo denotadas
por C1,Cs.... Se x € m, entdo pomos

z:=(x,Cy)
sendo C,. a classe de equivaléncia & qual x pertence. Ademais,
m:={T:x €m}

Seja agora X := m U M, sendo que m é como acima ¢ M é um conjunto
tal que m N M = (. O objetivo é construir uma superestrutura Q baseada em
X, a qual chamaremos de Universo de Quase-Conjuntos, e mostrar que Q é um
‘modelo’ para Q. Na definicdo abaixo, On denota a classe de todos os ordinais.

Defini¢ao 3.2.0.6

Qo=X
Q1 =XUPX)

9Heisenberg chegou a dizer que, para tanto, “nfio é necessario falar de particulas” [58, p.
49].
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@ =Uz<, Qs se A € um ordinal limite

Q = UaEOn QO‘

Afim de nos conformarmos com a terminologia de £, chamaremos os ele-
mentos de M de M-atomos, e os de m de m-atomos. Essas serdo interpretacoes
a serem levadas em conta para se encontrar um ‘modelo’ para Q em ZFC. No
entanto, restam ainda os conjuntos de . Afim de se obter uma descricao ade-
quada dessas entidades em ZFC, admitimos definida uma outra superestrutura
nos mesmos moldes da introduzida acima, a qual chamaremos Q/, s6 que fun-
damentada unicamente em M ao invés de X. Como ¢é evidente, os conjuntos de
0 serdo precisamente os elementos de Q7.

Finalmente, introduzimos a seguinte

Definigao 3.2.0.7 Sendo m, m e R como acima, definimos sobre m a relagdo
~ por:
T~y see Cp =0,y

Se T ~ ¥y, dizemos que T e y sao indistinguiveis.

O que se percebe é que a definicao acima identifica = e y pela classe de
equivaléncia & qual pertencem, sem que se faca referéncia direta as entidades
denotadas por x e por y. Isso cobre o caso interessante de x e y serem m-
atomos. Com efeito, tendo em vista que o conjunto basico da superestrutura
(no que diz respeito a m-atomos) ¢ m, cujos elementos sio pares da forma
(x,C,), entdo tanto x quanto y estdo ‘fora’ de Q.1 Desse modo, podemos
nos referir a ‘entidades indistinguiveis’ sem nomea-las diretamente, como ocorre
na fisica quantica. Note-se ainda que relacoes ‘diretas’ entre = e y, como por
exemplo x = y ou x # y nao fazem sentido no escopo de Q.

O par (z,C,), ou seja, ‘um individuo e o estado no qual ele se encontra’
reflete de maneira acurada o conceito de ‘agregado’ de H. Weyl, mostrado por
ele ser de fundamental importincia nao s6 em fisica, mas em quimica e em
biologia [125, Ap. BJ.

Estabelecidas as defini¢Oes e notacoes acima, podemos introduzir uma tradugao
da linguagem de 9 para a linguagem de ZFC. Para tanto, admitimos que A é
uma, férmula de Q e chamaremos de A’ a sua traducio para a linguagem de
ZFC. Entao, supondo que x,y, . .. representam varidveis individuais tanto em Q
quanto em ZFC e que todos quantificadores das férmulas de ZFC estao restritos
a Q, temos:

Definic¢ao 3.2.0.8
1. Se A é m(x), entdo A’ é x € m.

2. Se A é M(x), entao A’ éx e M

10Podemos dizer que os ranks de = e de y (como conjuntos de ZFC) sio menores do que o
rank minimo dos elementos de Q.
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Se A é Z(z), entio A éx € QI Nx ¢ M
Se A ¢é qc(x), entao A’ ¢ card(x), o cardinal do conjunto x.
SeAéx=vy, entio A é (xemAyemAz~y)Vr=y)

Se Aéxecy, entio A' éx €y

NS S A

Cldausulas usuais para as demais formulas.

A interpretacdo dada pela definicdo acima faz com que certas entidades intro-
duzidas por definicdo em £ adquiram caracteristicas peculiares. Mencionaremos
algumas delas a titulo de exemplo.

Um quase-conjunto é, em ZF.C um elemento da superestrutura Q que nao
é um elemento do conjunto basico X. A igualdade extensional x =g y dira
agora que z e y sao entidades de Q que tém os mesmos elementos (no caso de
serem quase-conjuntos) e, nesse caso, sdo o mesmo conjunto de ZFC por forga
do axioma da extensionalidade, ou entao sao elementos idénticos de M. Um
‘objeto classico’, isto é, um x que satisfaz o predicado C' (Def. 1.1;3) é um
elemento da superestrutura Q.

Os axiomas de 9 podem entdo ser traduzidos para a linguagem de ZFC, e
tais traducoes provadas serem teoremas desta teoria.!!

Em £, os axiomas da indistinguibilidade (Q1)—(Q3) estabelecem que =
tem as propriedades de uma relacao de equivaléncia. Considerando a definicao
acima, vé-se facilmente que o conjunto ZFC cujos elementos sao os conjuntos
que a traducdo associa aos pares da forma (z,y) tais que = y define uma
relacio de equivaléncia em ZFC. E imediato verificar que para tais entidades
vale a sustitutividade.

Consideremos agora os axiomas (Q5)—(Q9) e suas tradugdes informais.
(Q5) é Voz(=(m(z) A M(x)). Sua traducdo diz simplesmente que « é um ele-
mento da classe Q@ mas nao um elemento de m ou de M. A prova de que isso vale
em ZFC é uma consequéncia imediata da traducio dada acima. (Q6) estabelece
que VaVy(z € y — Q(y)); uma vez que Q(x) significa agora que x € um conjunto
da superestrutura Q mas nao é elemento de m nem de M, entdo a tradugao de
(Q6) diz que se y nio é vazio, entdo (dito informalmente) rank(y) > rank(X),
e isso estd de acordo com a traducao da definicao de quase-conjunto . O ax-
ioma (QT7) & Va(Z(z) — Q(z)), isto é, todo conjunto é um quase-conjunto . As
tradugoes das formulas Z(x) e Q(x) dizem respectivamente que x é elemento
de @/ ou de Q, mas nio é elemento de m ou de M, e entdo, posto que todo
elemento de Q/ & também elemento de Q, a traducdo do axioma de fato se
verifica.

(Q8) estabelece que conjuntos ndo tém m-atomos como elementos. Da
traducdo de ‘conjunto’ como elemento de Q/, de imediato de deriva que nen-
hum conjunto tem elementos de m como elementos. Quanto ao axioma (Q9),
ou seja, Vor(Vy(y € © — D(y)) — Z(z)), informalmente, todo quase-conjunto
cujos elementos sao conjuntos é também um conjunto, facilmente se verifica que

HPara alguns detalhes com relacdo aos axiomas de S** ver também [31].
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a traducdo que se obtém é uma sentenca derivavel em ZFC; todo conjunto de Q
que nio tenha elementos obtidos a partir de conjuntos formados a partir de m
pertecem a Q/. A traducdo de (Q10), ou seja , de Vo(m(z) Az =y — m(y)),
diz que somente elementos de m podem estar relacionados por ~ com elementos
de m. Isso é mera consequéncia da defini¢io de ~.

Os axiomas (Q11)—(Q18), com excec¢ao do (Q12), sdo adaptaces de ax-
iomas de ZFC, de sorte que nao é dificil verificar que suas traducoes sao de-
rivaveis nesta teoria. A traducdo de (Q12) também resulta verdadeira a partir
da tradugdo dada acima. O mesmo acontece com os axiomas relativos a quase-
cardinais, posto que eles simplesmente estabelecem propriedades de cardinais
derivaveis em ZFC. Os axiomas da substituicao e da escolha também nao ofere-
cem problemas, requerendo apenas uma boa dose de paciéncia verificar que suas
tradugoes sao teoremas de ZFC. Resta o axioma da extensionalidade fraca.

Quanto a (Q26), basta verificar que se os conjuntos tém ‘a mesma quan-
tidade’ de elementos indistinguiveis, terao a mesma quantidade de elementos
idénticos; estando entre si na relacdo ~ ou sendo o mesmo conjunto estrito
senso (no sentido de ZFC). Em qualquer caso, é imediato que a formula que se
obtem da traducao do referido axioma é um teorema de ZFC.

A prova esbocada acima sem duvida é apenas esquemética, mas poderia ser
feita com todos os detalhes, que no entanto nao caberiam acrescentar aqui em
funcdo do que se expos. O resultado, no entanto, se afigura importante, posto
que garante que uma contradi¢do podera ser derivada em £ se e somente se for
possivel derivar uma contradicao em ZFC.



Capitulo 4

Aplicacoes da teoria Q

Microphysics is a world of intensions.
M. L. Dalla Chiara e G. Toraldo di Francia (1993)

4.1 Intensoes Vs. Extensoes no contexto de

Questoes como as apontadas nos Capitulos anteriores acerca do fato dos quanta
nao poderem em geral ser individualizados, nomeados, colocados em alguma or-
dem, etc., faz com que colecoes dessas entidades tenham propriedades distintas
das dos conjuntos classicos. Em especial, a semantica das linguagens da mi-
crofisica, se feita no sentido usual, torna-se bastante problemaética, uma vez que
a linguagem passard (eventuamente) a conter constantes que nao denotam (ou
denotam ambiguamente) e predicados aos quais nao se pode associar um con-
junto bem definido, que seria precisamente o conjunto daquelas entidades que
satisfariam o predicado em questdo. Em suma, o significado usual dos termos
intensao e extensdo ja nao se mantém em tal situacao como no caso classico.
Com efeito, observe-se inicialmente que uma das peculiaridades da seméantica
padrao da légica classica é de que, por exemplo sendo P um predicado unario
e a uma constante individual, o valor-verdade (extensdo) da sentenga atéomica
P(a) & fungdo das extensdes de cada uma de suas partes, de sorte que P(a) sera
verdadeira se e somente se o elemento do dominio denotado por a pertence ao
subconjunto do dominio associado a P. Em sintese, é preciso especificar a deno-
tacdo de a e a extensao do predicado P [32]. Tsso ja ndo se mantém no ambito
de uma légica que almeje captar o que se d4 no contexto da mecanica quantica,
posto que, se o dominio fosse constituido por particulas indistinguiveis, como se
poderia especificar o denotatum de a 7!

IPara maiores detalhes sobre essas dificuldades, pode-se consultar [32, 34, 118, 37, 88],
além do nosso [30].
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Do mesmo modo, um predicado que expresse uma certa propriedade de mi-
croobjetos pode ndo ter uma extensao bem definida. Por exemplo, consideremos
uma colecdo de elétrons e imaginemos que desejamos verificar quantos elétrons
de tal colecdo ha com spin up na direcio OX. Entdo podemos considerar o
seguinte predicado P:

P(z) < z & um elétron (da cole¢io) com spin up medido na dire¢io OX.

Como de sabe, esse predicado ndo especifica uma cole¢do bem definida, posto
que depende da medida realizada; com efeito, uma vez obtida uma cole¢ao de
elétrons com spin up, uma nova medida da propriedade em questao conduziria a
uma, colecao de elétrons a qual nao se pode afirmar que coincide com a anterior,
podendo eventualmente ser uma colecao completamente distinta da primeira.
Em suma, a extensdo do predicado P nao é bem definida. Em resumo, uma
constante individual, que na semantica tarskiana usual deveria nomear um indi-
viduo bem definido do universo do discurso, nao poderia fazé-lo de maneira nao
ambigua se esse dominio fosse composto de entidades indistinguiveis, e similar-
mente a extensao de determinados predicados, que classicamente deveriam ser
subconjuntos do dominio, precisamente os conjuntos dos objetos (do dominio)
que caem sob o conceito expresso pelo predicado em questao, também nao pode-
riam ser especificados de modo nao ambiguo.

O caso mencionado é apenas um pequeno exemplo da problemética trazida
pela questao da indistinguibilidade de particulas elementares para o contexto da
fundamentacdo semantica das linguagens da microfisica.? Esses motivos, dentre
outros, sugerem que é relevante analisar aspectos matematicos dessa distingao
fundamental para com o caso classico. M. L. Dalla Chiara e G. Toraldo di
Francia levaram um tal tipo de andlise ao campo da légica quantica, mas nao
nos deteremos nos seus trabalhos aqui. Desejamos enfatizar outros aspectos,
mais voltados com a fundamentacao matematica das teorias de quase-conjuntos,
as quais surgem no contexto de tais discussoes.

Como disse S. Feferman, “a intensionalidade em matemética tem a ver com
como o0s objetos matemdticos nos sio apresentados’ [45]. Em outras palavras,
importa menos a caracteristica dntica dos objetos e mais aquelas que de algum
modo os especifiquem. Essa visao é perfeitamente consoante com a fisica quan-
tica, como vimos no Capitulo 1. Tais propriedades sdo em esséncia o modo pelo
qual as entidades nos sdo dadas, para usarmos as palavras de Feferman, e séo
tudo o que temos. Deste modo, nao ha nada para além das propriedades, das
leis fisicas. Nao se pode ‘olhar’ para um elétron e verificar quais sao suas carac-
teristicas, como se faz com um objeto macroscépico. Essas leis sao postuladas
pela teoria, que de certo modo precede a observacio,® como que constituindo
as entidades como (no caso) elétrons; ‘elétrons’ sdo em suma uma determinada
conjuncao de leis fisicas. A nocao de que ha um ‘objeto’ que possui essas pro-
priedades parece ser completamente dialetizada pela fisica quantica.*

2Com relagdo ao uso de nomes em geral, assim como um tratamento das descrigdes (ex-
pressdes da forma wxA(x), sendo ¢ o descritor) no contexto da légica quantica, ver [32].

34Tt is the theory which decides what we can observe”, teria dito Einstein [62].

1Essa atitude, de certo modo anti-realista, certamente sera contestada pelos fisicos desta
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Repare-se mais uma vez a dificuldade que ha em se usar a linguagem usual
para nos referirmos a entidades ndo convencionais; ndo escapamos a usar ex-
pressoes como ‘individuo’, ‘entidades’, ‘particulas’, etc.. Esse ponto sutil pode
suscitar acirradas discussoes filosoficas, as quais sem duvida motivariam o desen-
volvimento de aspectos logicos, mas que, apesar de interessantes e extremamente
relevantes, fogem ao escopo dessa tese. Apenas para mencionar, lembramos W.
Heisenberg quando diz que a antiga questao de se saber se é possivel dividir a
matéria ad infinitum simplesmente ndo se coloca no contexto da fisica atual.
Para ele, essa questdo simplesmente ndo faz sentido [59]. Do mesmo modo, a
experiéncia de pensamento mencionada acima é obviamente apenas uma ide-
alizacao; de fato nao haveria sentido tentar despir um tal objeto de suas pro-
priedades. A mecénica quantica elaborou um conceito como o de elétron a partir
de certas propriedades, descritas por leis fisicas como as acima, e é com elas que
devemos tratar. A questdo de se ha ou ndo uma entidade na realidade que as
satisfaga e somente a elas ndo é um problema logico.

Com efeito, como vimos no Capitulo 1, particulas elementares sdo destituidas
de ‘substratum’ ou ‘primitive thisness’, e tudo o que nos resta sao suas por assim
dizer ‘intensbes’. Essa questao é bastante sutil, uma vez que estd imbrincada
também com a discussao acerca do que vemos, por exemplo numa cimara de
Wilson, se um elétron é tao somente uma colecao de propriedades. De certo
modo, talvez o que vejamos seja tao somente uma ‘manifestacdo macroscopica’
de algo que nao podemos especificar precisamente, e tudo leva a crer que esse
‘algo’ néo seja individualizavel.” E interessante uma opiniio de Brouwer que
muito bem se encaixa nessa discussao. Disse ele que “The physicist concerns
himself with the projections of the phenomena on his measuring instruments, all
constructed by a similar process from rather similar solid bodies. It is therefore
not surprising that the phenomena are forced to record in this medium either
similar ‘laws’ or ‘no laws’. For example, the laws of astronomy are no more
than the laws of our measuring instruments when used to follow the course of
heavenly bodies.”® Tais entidades sdo nomoldgicas, como vimos no Capitulo 1
[118, 37].

Evidentemente, uma abordagem a dominios compostos por entidades que

linha, mas seus argumentos a favor de um realismo certamente podem ser também criticados.
Com efeito, se ha determinadas entidades que sao meramente descritas por tais leis, podemos
ao menos idealmente fazer uma ‘experiéncia de pensamento’ e ‘despir’ tal entidade de seus
atributos, restando o que a literatura filosofica chama de bare particular [113, Cap. 2]. No
entanto, o que se constata de toda a discussao levada a cabo anteriormente no Capitulo 1,
é que nao ha tais entidades na fisica atual: ndo hé bare particulars. Logo, tudo o que nos
resta é um tipo de entidade que é um ‘individuo’ apenas enquanto objeto de referéncia em
geral, ndo podendo ser especificado; a la Russell, ele é a soma de suas qualidades. Nao hé
‘substratum’, ndao ha quid. Voltaremos a este topico no Capitulo 4.

5As experiéncias recentes de que cientistas teriam podido ‘aprisionar’ um elétron,
confinando-o a uma certa regido, viria a corroborar os teoremas das teorias de quase-conjuntos,
posto que, se um tal elétron fosse substituido por ‘outro’ no decorrer da noite, enquanto o
cientista ndo esta observando (ou entdo, se a experiéncia fosse realizada uma outra vez), nada
mudaria das conclusdes que ele tiraria no dia seguinte acerca do fenémento.

6Citado em [106, p. 184]. Agradecemos ao Prof. Newton C. A. da Costa por nos chamar
a atencdo para a frase de Brouwer.
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tenham essa caracteristica, ou seja, onde tudo o que ha sao as maneiras de
se especificar as entidades, aparentemente devera ser intensional.”, como vimos
anteriormente.

Sem nos alongarmos mais na discussdo, que poderia ser longa e bastante
técnica, chegamos finalmente 4 seguinte questao: que aspectos do problema da
intensionalidade no contexto da fisica quantica desejamos tratar nesta tese? A
resposta é bastante modesta. O que faremos é primeiramente mostrar de que
modo a teoria intensional QST de Dalla Chiara e Toraldo di Francia [37] pode ser
interpretada em £. Anteriormente, em [40], haviamos achado que a ‘reducdo’
havia sido feita para a teoria S**, mas alguns argumentos posteriores de Dalla
Chiara, feitos em comunicagao pessoal, colocaram duvidas no modo pelo qual
a reacdo de identidade de QST poderia ser interpretada em S**(a teoria de
quase-conjuntos apresentada em [40]). Aqui, mostramos que QST pode ser
interpretada em £. Posteriormente, mostramos de que modo a teoria Qpode
ser usada como arcabouco matematico ‘natural’ para se estabelecer a seméantica
de certas logicas que considerem a distingao entre a extensao e a intensao de
conceitos.®

Consequentemente, a primeira empreitada mostra que todas as discussoes
levadas a cabo pelos autores italianos relativamente & seméantica das linguagen
da microfisica, podem ser reproduzidas em Q. Ademais, como Qé uma teoria
na qual o conceito de identidade carece de sentido para os m-atomos, talvez esta
teoria reflita com mais acuidade as intuigoes de Schrédinger j& ventiladas. Os re-
sultados apresentados no Capitulo 2 (Teorema 4) acerca da ‘nao-observabilidade’
de permutacbes, dentre outros fatores, parecem corroborar a idéia de que Qé
de fato mais adequada para nela se tentar fundamentarr a mecanica quantica.
Voltaremos a este ponto no Capitulo final.

4.1.1 ‘Quasets’ no aAmbito de Q

Nesta se¢do, mostraremos que a teoria QST de Dalla Chiara e Toraldo di Fran-
cia pode ser interpretada em 9. As entidades basicas de QST sdo denominadas
quasets; manteremos essa terminologia, e veremos de que modo 0s quasets po-
dem ser vistos como quase-conjuntos particulares.

Importante observar que, no que se segue, =(z € y), que escreveremos sim-
plesmente —x € y, ndo € equivalente a x ¢ y, conforme ja alertado no Capitulo
2.

A linguagem da teoria QST, além dos simbolos l6gicos usuais, tem os seguintes
simbolos especificos: C (inclusdo entre quasets); €, lido ‘certamente pertence’,
¢, lido ‘certamente ndo pertence’, card*, que é um simbolo funcional unério

"Nio discutiremos aqui o ‘método extensional’ de Carnap segundo a qual toda declaracio
nao extensional (portanto as intensionais) podem ser traduzidas em uma equivalente que seja
extensional [11]. No nosso caso, talvez essa tese de Carnap seja refletida pela possibilidade
da traducado que demos no capitulo precedente da linguagem de Qna linguagem extensional
de ZFC. Em todo caso, como vimos, mesmo nessa possibilidade nao se pode manter de modo
adequado a idéia intuitiva de entidades ndo individualizaveis.

8Sobre este topico, basear-nos-emos em nosso [30], mas aqui usando ao invés de S**.
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que representard o cardinal de um quaset, e N,, a intersecao entre quasets. Us-
aremos x,v, z, w,t para denotar variaveis individuais. Os conceitos de termo,
formula, ete. sdo aqueles padrdo. A logica subjacente a QST é o calculo classico
de predicados de primeira ordem com igualdade.

Os axiomas serao mencionados abaixo, na medida em que formos mostrando
que adequadas traducgoes deles sdo teoremas de . No momento, cabe recordar
aqui um dos mais peculiares axiomas de QST (axioma 4):

VedlWz(z ey zex)N(z ¢y — —(z € x)))

no qual 3!, definido como de hébito, significa ‘ha somente um’.
Em QST, este axioma justifica a introducdo da eztensdo de um quaset:

VaVy(y = Ext(z) «Vz((z €y z€x) AN (2 ¢y — (2 € x)))

Os conjuntos (entidade que satisfazem um predicado S) sdo definidos em
QST como aqueles quasets que coincidem com suas extensoes: Va(S(z) <« x =
Ext(x)), por defini¢do. Para conjuntos, vale o axioma da extensionalidade usual.
Postula-se ainda que ha um quaset ao qual nenhum quaset pertence (a teoria
nao admite dtomos), o qual resulta ser um conjunto e é tinico. Outro axioma
diz que aquelas formulas que, quando relativizadas a conjuntos, sdo axiomas de
ZF (os autores ndo mencionam o axioma da escolha, mas é evidente que este
axioma poderia ser adicionado a QST) tornam-se axiomas de ZF, sdo também
axiomas de QST. Isso faz com que ZF possa ser relativamente interpretada em
QST. Ademais, ha ainda os axiomas para os conceitos de cardinal de um quaset
e para a intersecao de quasets, os quais comentaremos abaixo.

Em QST, a relacdo de igualdade satisfaz a substitutividade e o axioma da
extensionalidade néo vale para quasets em geral. A idéia fundamental de QST é
a distingao entre quasets e suas extensoes, a qual procura refletir o desejo de se
exprimir o fato de nao se poder saber ‘exatamente’ quais elementos pertencem
a um quaset; apenas a quantidade deles é conhecida, o que é postulado por
um dos axiomas envolvendo o conceito de cardinal (a formulagdo é similar ao
axioma (Q19) de Q).

Afim de introduzir os conceitos tipicos de QST em Q, daremos (em Q)
algumas definigoes:

Definicao 4.1.1.1 Dizemos que w certamente nao pertence ¢ um quase-
conjunto x, em simbolos w ¢ x see Vy(y € x — ~(w = y)).

Equivalentemente, w ¢ z see =Jy(y € * Aw = y). Resulta que ~w ¢
x — Jy(y € x ANy = w). Deve-se lembrar que essa convenc¢ao foi feita em 9
justamente para podermos introduzir a Defini¢do acima nos moldes de QST.

Intuitivamente, se em um quase-conjunto x ha um elemento y o qual ‘certa-
mente’ pertence a x, isto &, tal que y € x, e de tal sorte que y = w, entao nao
podemos asseverar que w nao pertence a x.

A defini¢do seguinte introduz em Qum quase-conjunto particular, o qual
representara (em £)) os quasets de QST:
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Definicao 4.1.1.2 Se x e z sdo quase-conjuntos entdo a hazy de x relativa a
z € definida como sendo o conjunto Hz,(x) tal que:

Hz,(v)=[y€z:y ¢

Em outras palavras, a hazy de = (relativa a z) é o quase-conjunto dos elemen-
tos de z para os quais nao se pode afirmar que eles certamente nao pertencem a
z. Intuitivamente, se desejarmos, podemos pensar que a hazy de x representa a
colecao dos objetos (de z) que podemn estar em x; sdo os ‘elementos provaveis’,
ou os ‘elementos potenciais’ de x.

Quando nao houver possibilidade de confusdo, omitiremos a mencao ao
quase-conjunto z, falando simplesmente da hazy de x, escrevendo Hz(x).

E imediata a demonstracio do seguinte resultado:

Teorema 4.1.1.1
1. Vou¥oa(Hz(w) =5 Uye, [0 2)
2. Hz,(0) =g 0 e Hzp(z) =0
3. T=pg 0 — Hz(z) =g . Em particular, Z(x) — Hz(x) =g =

A idéia da haezy de um quase-conjunto z suscita algumas questoes interes-
santes. Com efeito, a hazy de = é como que uma ‘nuvem’ de elementos que
circundam z, dos quais nao se pode dizer que eles ndo pertencem a x, uma vez
que x contém ao menos um elemento que é indistinguivel de cada um dos ele-
mentos da sua hazy (sempre relativa a um dado quase-conjunto). Afim de enfa-
tizarmos este ponto, introduzimos o conceito de extensdo de um quase-conjunto
x como sendo o quase-conjunto dos elementos que (‘realmente’) pertencem a x
(a definigdo é similar aquela de QST):

Definicao 4.1.1.3 Sendo x um quase-conjunto, dizemos que wm quase-conjunto
y € aextensdo dex seVz(z€x - 2z€YN(2¢y—z€x)

A extensdo de x sera denotada Fxt(x). A existéncia desse quase-conjunto é
assegurada pelos axiomas de Quma vez que, em £, como a pertinéncia tem o
seu significado classico, para todo quase-conjunto z, x =g Ext(x). No entanto,
x C Hz(x), e este é o0 motivo pelo qual a defini¢do foi introduzida, como se vera
abaixo.

A idéia de hazy de um quase-conjunto faz pensar que ha alguma relacdo com
conjuntos fuzzy. Ainda nfo investigamos essa possibilidade, mas mencionamos
a seguinte caracteristica distintiva entre quase-conjuntos e conjuntos fuzzy, a
qual obviamente nao descarta uma possivel interconexao.

Num conjunto fuzzy, como se sabe, a caracteristica essencial, segundo a
formulagao original de Zadeh [127], é que haja um ‘grau de pertinéncia’ de um
elemento a um conjunto. H4 elementos que ‘certamente pertencem’ ao conjunto,
ha os que ‘certamente nao pertencem’ ao conjunto e ha aqueles que tém por
assim dizer um ‘grau intermediirio’ de pertinéncia. Intuitivamente, o que se
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passa é que um conjunto fuzzy nao tem uma fronteira bem definida, de sorte que,
para certos elementos, sabe-se apenas de sua pertinéncia ao conjunto com um
certo grau, advindo dai a caracteristica ‘nebulosa’ de tais colegoes. Nos quase-
conjuntos ao contrario, ha uma tal ‘fronteira’ bem definida, havendo elementos
que pertencem ao quase-conjunto e elementos que a ele nio pertencem.’ Mas,
como o Teorema 5 do Capitulo 2 mostrou, se um elemento que pertenca ao
quase-conjunto € ‘permutado’ (no sentido do referido teorema) por um que lhe
seja indistinguivel, tudo se passa como se nada tivesse acontecido; o quase-
conjunto resultante ¢ indistinguivel do anterior, em virtude do axioma (Q26).
Em outras palavras, em Qnéo hé caracteristica nebulosa com 0s quase-conjuntos
(mas talvez com suas hazy , o que ainda estd por ser investigado), mas um
carater de ‘realidade velada’, que talvez venha a ter analogias com a posi¢cao
de B. d’Espagnat [43].1° Deste modo, um quase-conjunto pode ser visto como
uma colecdo de objetos que esta encoberta por um ‘véu’. A identidade de certos
de seus elementos (os m-atomos) ndo pode ser conhecida, de sorte que uma
‘troca’ conveniente entre eles (no sentido do Teorema 4 do Capitulo 2) nada
altera essencialmente. Até onde nos é dado conhecer, este ponto é mais proximo
do que acontece num atomo, por exemplo, ou talvez com a matéria em geral,
do que poderia ser uma sua caracteristica ‘nebulosa’. Com efeito, num atomo
de sédio, para repetir um exemplo j& explorado antes, sabe-se que ha elétrons
em torno de seu ntcleo, de sorte que nao ha uma fronteira indefinida, com uns
‘dentro’, outros ‘fora’ e outros ainda ‘mais ou menos’.!! O que se passa é que
a fronteira entre o que estd fora e o que estd dentro é (de certo modo) bem
definida, mas se fosse possivel trocar um elétron por outro, nada mudaria: nao
‘perceberiamos’ a mudanca efetuada por detras do véu. Esse ponto, tipico da
fisica quantica, é descrito por R. Penrose em seu livro ‘A mente nova do rei’.
Disse ele que “according to the modern theory [mecanica quantical, if a particle
of a person’s body were exchanged with a similar particle in one of the bricks
of his house then nothing would have happened at all” [91, p. 360].

Estudar algo como que uma ‘topologia’ dos hazy poderia ser interessante
de ser investigado, procurando conecti-los com os conjuntos fuzzy, mas isso
também esta fora dos objetivos desta tese. No entanto, vide o Capitulo final.

Centremos nossa atencdo nos axiomas de QST tal como formulados em Q.
Intuitivamente, associaremos a cada quaset de QST um quase-conjunto y que
seja a hazy de um certo quase-conjunto x. Disso resulta, como se verifica de
imediato a partir da definicdo da extensdo de um quaset (em QST) mencionada
acima, que Ext(y) =g x, ou seja, a extensao da hazy de x é precisamente x.

Deste modo, seja  um quaset em 9, ou seja, * =g Hz(y) para algum

9Ver a discussio sobre predicados opacos no Capitulo 4.

10Tnteressante ensaio sobre essa obra de d’Espagnat é [4]. Nessas circunstancias, poderfamos
chamar certos quase-conjuntos de wveiled sets.

1O uso de conjuntos fuzzy em mecanica quintica tem sido destacado por Dalla Chiara
em trabalhos recentes, dos quais desconhecemos os detalhes. Mas parece que a caracteristica
‘nebulosa’ estd mais proxima do que apregoa a mecanica quantica relativistica, na qual mesmo
a cardinalidade de uma colegdo de particulas é variavel. Ver [40]. Abordagem alternativa
poderia ser a de se explorar o conceito acima de hazy de um gset.
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quase-conjunto y. Entao resulta que Ezt(z) é um subquase-conjunto préprio de
x, como requer QST. Isso faz a requerida distin¢do (de QST) entre um quaset
e sua extensdo. Ademais, pelos axiomas de quase-cardinais, ndo é dificil provar
que se y1 = y2, entdo Hz(y1) = Hz(y2).'? Logo, interpretando a igualdade de
QST na relagio de indistinguibilidade de 9Q, resulta que para quasets (hazys )
indistinguiveis, vale a substitutividade (axioma (=4)).13

Para finalizar, basta verificar que as tradugoes dos axiomas de QST, levadas a
cabo tendo-se em vista as interpretacoes e definicoes precedentes e dadas abaixo,
sao teoremas de . O axioma Al de QST assevera que C é uma ordem parcial.
Se interpretarmos esse simbolo na inclusdo de 9, este resultado é alcangado de
modo imediato.

O segundo axioma de QST, traduzido na linguagem de 9, é a expressio do
seguinte teorema, que provamos em £:

Teorema 4.1.1.2 VoazVw(w € z — —~w ¢ )

Proof: Admita que w € x. Entao, como = é reflexiva, existe y € x tal que
y = w, a saber, o proprio w.

A reciproca do teorema anterior, no entanto, nao vale em geral. Com efeito,
admita que = é um quase-conjunto e que w € z. Entdo Jy(y € z Ay = w), a
saber, o préprio w uma vez que = é reflexiva. No entanto, se w é um m-atomo,
o fato de haver em z um y indistinguivel de w nao implica que y seja exatamente
w, afirmativa que, alias, carece de sentido em Qem se tratando de m-atomos.
A reciproca do teorema anterior s6 vale se w nao for um m-atomo:

Teorema 4.1.1.3 Para todos x e w, tem-se que ~m(w) — (w ¢ x < ~w € x)

Proof: Se w ¢ x, entdo —~Jy(y € x Aw = y) pela definigdo acima. Mas, se w
nao é um m-atomo, entao o simbolo de indistinguibilidade pode ser substituido
pela igualdade extensional, uma vez que ja mostramos que indistinguiveis de
M-atomos (respec., quase-conjuntos) sao M-atomos (respect., quase-conjuntos).
Portanto, esta tltima expressio torna-se =Jy(y € ¢ A w =g y), ou seja, w nao
pertence a x, logo, ~w € z.

De modo similar, podemos provar que se w nao é um m-atomo, entao ~w €
T w € x).

Teorema 4.1.1.4 As traducées dos aziomas de QST (no sentido explicado
acima) sio teoremas de Q.

12Fste resultado segue-se do item 1 do teorema precedente e dos axiomas para quase-
cardinais.

13Tsso contorna as objecdes de Dalla Chiara. Suas dividas (muito pertinentes) diziam re-
speito a teoria S**. Nesse caso, a substitutividade era postulada apenas para quase-conjuntos
extensionalmente idénticos, e portanto, desde que um candidato natural para interpretar a
igualdade de QST era a identidade extensional, visando fazer com que ela obedecesse a sub-
stitutividade, resultava que também satisfaria o axioma usual da extensionalidade, o que néo
ocorre em QST. N&o havia portanto em S**um ‘candidato natural’ para desempenhar o papel
da igualdade de QST. Usando-se £2, no entanto, essas objecbes sao contornadas.
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Proof: Uma vez que ja mostramos que as traducOes dos axiomas Al, A2
e A4 de QST podem ser provadas como teoremas de £, basta verificar que o
mesmo se da com os demais axiomas. Com efeito, A3 resulta, em £, na seguintes
sentenca:

VouVgy(e Cy— (Va(z€a — 2 €Y A (2 ¢y — 2 ¢ 0)))

O primeiro elemento da conjunc¢ao do segundo membro resulta de imediato da
definicao de C. Portanto, necessitamos provar somente que x C y implica
Vz(z ¢ y — z ¢ x). Suponha que —z ¢ z; entdo Jw(w € x Aw = z). Mas,
desde que = C y por hipotese, vem que w € y. portanto, Jw(w € y A w = z),
logo =z ¢ y. O axioma A5 diz que ha um quaset vazio, ao qual nenhum quaset
pertence. Como ) =g Hz, (@) para todo quase-conjunto z, resulta que o quase-
conjunto vazio satisfaz esse resquisito. Os axiomas restantes de QST sdo os
seguintes: A6 diz que todas as instancias de axiomas de ZF sdo axiomas de
QST. Isso se da também em £, como vimos no Capitulo 2. O axioma A7 tem
formulagao similar ao nosso axioma (Q19); o mesmo se verifica com os demais
axiomas de QST, como é fécil de se perceber..

Dentre outra coisas, os resultados acima mostram que £ € ‘mais forte’ que
as teorias de quase-conjuntos apresentadas anteriormente.

4.2 Seméantica para algumas légicas intensionais

Em [30], investigamos uma classe de logicas intensionais, denominadas ‘logicas
de Schrédinger (intensionais)’,'* mostrando de que modo pode-se fundamentar
uma semintica para tais logicas no escopo de S**. Nesta secdo, veremos que
podemos usar Qpara fundamentar tal seméntica, e com isso objetivamos néo
s6 exibir mais alguns fatos relativos & seméantica das linguagens da microfisica
como também acrescentar mais detalhes as questoes ventiladas no trabalho men-
cionado. Em especial, veremos que, com o uso de £, podemos expressar de
modo satisfatorio o fato de que certas constantes da linguagem nio tém deno-
tacao bem definida, assim como determinados predicados ndo definem de modo
nao ambiguo uma colecao de objetos que possa ser dita ser sua extensao, como
jé sugerido anteriormente.

Inicialmente, chamamos de II o conjunto dos tipos, definido recursivamente
como se segue: (1) e1,es €11, (2) se 71,...,7, € I, entdo (11,...,7,) € M e (3)
os unicos tipos sdo os dados pelos itens (1) e (2) acima. Intuitivamente, e; e
e2 sao os tipos dos individuos; os objetos de tipo e; podem ser pensados como
objetos da microfisica (particulas elementares), enquanto que os de tipo es séo
os objetos macroscépicos usuais. Para estes, admitiremos que a légica classica
(teoria simples dos tipos) valha em toda a sua ampliddo. Para os de tipo ey,
como anteriormente, admitiremos que o conceito de identidade nao se aplica.

A logica S,Z é uma logica de ordem w que incorpora modalidades. Sua
linguagem contém os conectivos l6gicos usuais (suporemos que — e — 830 prim-
itivos), o simbolo de igualdade, simbolos auxiliares e quantificador universal (o

14 Tajis sistemas sdo uma variante daquele apresentado em [69, 29].
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quantificador existencial é definido como usual). Ademais, consideramos o op-
erador de necessidade 0. Com relacdo a varidveis e constantes, para cada tipo
7 € II admitimos uma colegao X7, X7, ... de variaveis de tipo 7 e um conjunto
qualquer A7, A%, ... de constantes de tipo 7. Usamos X7, Y” e C", D7, even-
tualmente com subindices, como varidveis sintaticas para varidveis e constantes
de tipo T respectivamente.

Sao termos de tipo T as varidveis e as constantes deste tipo; deste modo,
temos termos individuais de tipos e; e eo. Usaremos U™, V7, eventualmente
com subindices para denotar termos de tipo 7. Formulas atomicas sdo definidas
de modo usual: se U™ é um termo de tipo 7 = (1q,...,7) e U™,..., U™
séo termos de tipos 71, ..., T, respectivamente, entdo UT(U™,...,U™) é uma
formula atomica. Do mesmo modo, U™ = V7 & uma férmula atomica desde
que T seja diferente de e;.'® Consequentemente, a linguagem de S,Z n#o nos
permite falar nem da identidade e nem da diversidade de termos de tipo e;. As
demais formulas sdo definidas de modo usual, por exemplo como em [61].

4.2.1 A légica S,

Tendo-se em vista o que foi dito acima, podemos mencionar os postulados de
S,Z:

e (S1) A, se A origina-se de uma tautologia em — e — mediante substituicao
uniforme de suas variaveis por férmulas de S,Z.

(S2) VX" (A — B) — (A — VX7B), desde que X n&o ocorra livre em A.

(S3) VXTA(X7) — A(U7T) se U™ é um termo livre para X™ em A(X7) e
é do mesmo tipo que X7.

(S4) X2 = X°2

(S5) X =Y — O(X® = V)

(S6) (U™ =V7") — (A(U") — A(V")), na qual U™ e V7 sdo livres para
X" em A(XT).

(S7) OA— A

(S8) O(A — B) — (DA — OB)

(S9) ©CA — O0CA

(R1) De A e A — B, infere-se B
e (R2) De A infere-se VXA

e (R3) De A infere-se OA

15 A definicao formal pode ser dada facilmente.
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As nocgodes sintaticas comuns sdo introduzidas de modo habitual; por ex-
emplo, os conceitos de F A, I' - A, e assim por diante. Um conjunto ¥ de
férmulas de S,Z é consistente se e somente se ha uma férmula de S,7Z que
nao é derivavel a partir de 2.

4.2.2 Semantica

A seméantica para S,Z serd fundamentada na teoria Q. Mostraremos agora os
principais passos necessirios para se provar uma um teorema de completude
‘fraca’ para S,Z. Todas as construgoes abaixo sao realizadas em 2.

Seja D = mU M, sendo m # () um quase-conjunto puro finito ¢ M # () um
conjunto.'® Além disso, supomos que I é um conjunto nio vazio cujos elementos
sao denominados de indices ou estados de coisas (state of affairs).'”

Por um frame para S,Z baseado em D e I entendemos uma familia de
quase-conjuntos (F;)rcm, sendo:

1. Foy=m
9. Fuy=M
3. Para cada 7 = (11, ..., 7,) € I, F; & um subquase-conjunto nao vazio de

[P(Fr, X oo x Fr )

Se a igualdade vale no item 3, dizemos que o frame é standard. Por um
modelo generalizado (g-modelo) para S,Z baseado em D e I entendemos
um par ordenado

M= <f7'7/)>7'€1_[

tal que:
1. (Fr)ren € um frame para S,Z baseado em D e I.

2. p & uma g-fungdo que atribui um elemento de F, para cada constante
CT.18

Um modelo standard para S,Z é um g-modelo cujo frame é standard.
Alguns exemplos ilustrardo a idéia intuitiva de tal semantica. Os dois primeiros
mostram que o caso intensional classico, como apresentado por exemplo em [52],
sao mantidos em nossa légica; os dois ultimos exibem peculiaridades das l6gicas
de Schrédinger, mostrando que pode haver constantes que nao denotem sem
ambiguidade e predicados sem uma extensao bem definida.

1605 termos classicos como ‘conjunto’, funcio’, etc. podem ser pensados como denotando
entidades similares as usuais de mesmo nome, construidas na ‘parte classica’ de 9.

"Do mesmo modo que na abordagem de Montague & logica intensional, pode-se supor que
I é o produto cartesiano W x T onde W é um quase-conjunto de ‘mundos possiveis’ e T é um
conjunto totalmente ordenado de ‘instantes de tempo’ [54].

8Em particular, p(C®1) € m e p(C®2) € M.
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Exemplo 4.2.2.1 Consideremos a constante C°2. Posto que F., = M, entao
p(C) € M, isto &, C°* nomeia um elemento de um conjunto no sentido usual.
Este fato ndo pode ser surpreendente, posto que uma constante de tipo ey age
em nossa légica como uma constante da logica classica.

Exemplo 4.2.2.2 Consideremos agora a constante C{¢2). Neste caso, Flesy C
[P(Fe,)]! = [P(M)]!. Entédo, Fi.,) é uma classe de funcdes de I em P (M), como
no caso classico. Consequentemente, p(C’<@2>) € Fley), Ou seja, ¢ uma funcao de 1
em P(M). Intuitivamente, C{°2) & um predicado unario (propriedade individual)
cujos argumentos sdo individuos do tipo e2 (ou seja, individuos ‘classicos’).
A extensdo de um tal predicado é um subconjunto de M, enquanto que sua
intensdo é uma aplicac¢do de I em P(M).

Vejamos agora dois exemplos de situagoes que demandam a teoria Q.

Exemplo 4.2.2.3 Consideremos a constante C°'. Neste caso, F., = m e en-
tao p(Ce) € m, isto é, a constante ‘nomeia’ um m-atomo. Posto que m é um
quase-conjunto puro, seus elementos sao m-atomos que nao podem ser individ-
ualizados, contados, etc., a denotagdo C°* ¢ ambigua. Poderiamos dizer que
uma constante de tipo e; representa um nome (substantivo) generalizado
(g-noun).

Exemplo 4.2.2.4 Consideremos agora a constante 1), Neste caso, Flery C
[P(Fe))! = [P(m)]!. Entdo, p(C‘V)) € F.,y, isto ¢, tal constante ¢ uma
(quase-) funcio de I em P(m). Se m é um quase-conjunto puro cujos elementos
sdo todos indistinguiveis uns dos outros, entdo a fun¢do denotagao nao distingue
entre quase-conjuntos em P(m). Na verdade, neste caso a tnica diferenca entre
tais quase-conjuntos ¢ a sua quase-cardinalidade, ou seja, se p(C <62>) = x, entao
qualquer quase-conjunto y tal que = e y sejam similares (cf. Def. 1.2, Capitulo
2) pode ser a denotacdo de C{e2) . Esta interpretacio conforma-se com o ja

aludido fato de que um predicado como ‘elétron’ ndao tem uma extensdao bem
definida.

Esses dois ultimos exemplos sugerem aquilo que ja haviamos visto informal-
mente com relagao ao nosso tratamento dos m-atomos; os termos de tipo e; nao
tém denotagdo precisa, referindo-se ambiguamente a elementos do dominio. Do
mesmo modo, termos de tipo (e1), por exemplo, ndo especificam colegoes bem
definidas de objetos do dominio. Ao invés disso, definem ‘relations-in-intension’
do referido tipo.

O conjunto de todas as atribuigbes (assignments) sobre um g-modelo M
serd denotado As(M), e consiste no conjunto de todas as g-fungdes f com
dominio na cole¢do das variaveis de S, Z tais que f(X7) € F, para toda X7 de
tipo 7. Se f € As(M), denotamos por f a extensdo de f ao conjunto de todas
as constantes de S,Z, definida por f(C7) := p(C™) € F,.

Seielefe As(M), define-se o conceito de

M,i, fsat A
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por recursdo sobre o comprimento da férmula A do seguinte modo:

1. M,i, fsat UT(U™,...,U™) see (f(U™),..., f([U™)) € fF(UT)(5)

2. M,i, fsat U" = V7 see (f(UT), f(V™)) € A=(7) sendo A=(7) a ‘pseudo-
diagonal’ de F;, definida em Qcomo o subquase-conjunto de F, x F-
cujos elementos sdo entre si indistinguiveis. No caso de ser 7 # ej, este
quase-conjunto é a diagonal de F, em sentido usual.

3. M., f sat OA see M, j, f sat A para todo j €
4. Clausulas usuais para -, — and V

Uma formula A é verdadeira em um g-modelo M (e escreve-se = A) see
M., f sat A para todos i € T e f € As(M). Um conjunto ¥ de formulas de
S.,Z é g-satisfativel em S, 7 see para algum g-modelo M, indice i e atribuicdo
f, tem-se M, i, f sat A para toda A € ¥. Uma formula A é consequéncia g-
semantica de um conjunto I' de férmulas, e neste caso escrevemos I' =4 A, see
M.i, fsat Aparai € I, f € As(M) e g-modelo M sempre que M, i, f sat B
para toda formula B € I. Se I' = (), escrevemos =, A e dizemos que A é
g-valida.

4.2.3 Completude Generalizada

Pode-se mostrar que vale um teorema de correcio para a logica S, Z do seguinte
modo:

Teorema 4.2.3.1 (Correcao) Se em S,Z tem-se = A, entio tem-se que =,
A.

Proof: Basta verificar que todos os axiomas de S,Z sdo g-validos e que as
regras de inferéncia preservam a g-validade, o que se segue do fato de que se M
¢ um g-modelo para S,Z e o termo U7 ¢é livre para X em A(X7), entdo para
todoi € I and f € As(M), vem que **

M;i; f, f(CT) sat A(XT) see M, i, f sat A(C")
Como corolario, deriva-se que se I' - A, entdo I' =4 A e que se um conjunto

de formulas ¥ é g-satisfativel, entdo X é consistente.

Teorema 4.2.3.2 (Completude Generalizada) Se um conjunto ¥ de for-
mulas de S,T € consistente, entdo € g-satisfalivel.

Proof: (Esbogo)?°

19A terminologia segue a de [52], e os detalhes da prova sdo adaptagdes evidentes do que se
prova a p. 74 deste livro.
20 A prova é uma adaptagdo daquela apresentada em [52, pp. 74ss].
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Assumimos que X & consistente e que ha uma quantidade infinita de var-
iaveis de cada tipo que na ocorrem em qualquer das férmulas de ¥ (em outras
palavras, ¥ ‘omite’ uma quantidade infinita de variaveis de cada tipo). Entdo,
similarmente como em [52, p. 75|, pode-se provar que existe uma sequéncia

Y = (%))icw de conjuntos de férmulas tais que:
e i) XC ¥
e (ii) Paracadai € w, X; é consistente maximal.

e (ili) Paracadai € w e cadaformula B(X7), 3X"B(X7) € ¥;see B(Y") €
Y; para alguma varidvel Y™ que seja livre para X7 em B(X7). Ou seja,
>} é uma Teoria de Henkin.

(iv) Para cadai € w e cada formula B, tem-se OB € ¥, see B € ¥; para
algum j € w.

(v) Paracadai € w e cada formula B(X7), tem-se VX" B(X7) € I; se
B(Y") € X, para toda variavel Y7 livre para X7 em B(X7).

(vi) Paracadai € w e cada formula B, tem-se OB € ¥, see B € ¥; para
todo j € w.

Isso posto, o g-modelo relativamente ao qual as férmulas de ¥ sao satisfativeis
pode ser descrito do seguinte modo. Inicialmente, consideramos uma relagao de
equivaléncia ~ sobre a classe Tr, dos termos de tipo 7, definida por: U™ ~ V7
see O(UT =V7) € ¥; se T # ey €, no caso de ser 7 = e, entdo U ~ V see
para toda formula F' € ¥;, tem-se que F[U® /V°] € ;. Em outras palavras,
no caso mais problematico de 7 = e;, U ~ V€ gee U®* e V' podem ser
intersubstituiveis um pelo outro em qualquer predicado de sorte que as férmulas
resultantes sejam equivalentes.

Como mostrado em [52], a relagdo definida ndo depende de i € w. Entao,
por recursao sobre 7, definimos um conjunto F, € uma aplicacao p, do conjunto
de termos de tipo 7 em F, tal que:

1. p; é sobrejetora.
2. pr(U)=p; (V") see UT = V7

Seja agora F., o conjunto quociente Tr.,/ =~ (i = 1,2)?! e seja p(U%) =
[U¢]~ (que sdo as classes de equivaléncia de U® pela ralagdo ~). Supondo que
Fr, € que p;, tenham sido definidas para k < n, define-se a aplicacao p, de Tr,

em [P(Fry X ... X Fr,_)]¥, na qual 7 = (79, ...,Tn—1) COMO s¢ segue:
(Po(U5°)s -+ pn1(Up" 1)) € p-(UT)(3)
see UT(U™, ..., U™ 1) € 3;. Sendo F, a imagem de p,, entdo as condi¢des 1

e 2 acima sdo satisfeitas. O g-modelo basedo em D =mUM e I = w é o par

21Resulta que m = Tre, / =, enquanto que M = Tre,/ .
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ordenado M = (F., p)rem, sendo p(CT) = p,(CT) para qualquer constante C7.
Entéo, por inducdo sobre o comprimento da férmula A, resulta (como em [52,

p. 75]) B
M, i, pusat Asee A€y

para todo ¢ € I, sendo u € As(M). Quando i =0 e p = f, obtemos o resultado
desejado.

Como se pode perceber, a diferenga para com o caso cléssico, tal como
exposto no livro de Gallin mencionado, reside em se adaptar a constru¢do da
relacdo de equivaléncia ~ de sorte a poder-se incorporar entidades de tipo ey,
para as quais a identidade nao se aplica. Neste caso, impusemos que entidades
‘nomeadas’ por termos de mesmo tipo e; podem ser intersubstituiveis, com isso
expressando que sao indistinguiveis em sentido ja anteriormente ventilado. No
mais, a construgdo do g-modelo segue o padrio usual, posto que Qincorpora a
logica classica quando nos restringimos a entidades outras que as de tipo e;.

Por outro lado, como também apontamos em [30], a logica S,Z pode ser
estendida de modo a incorporar um Esquema de Separacao na forma seguinte:
sendo 7 = (71,...,7,), X” a primeira variavel de tipo 7 que ndo ocorre livre na
formula F(X™, ..., X™), 0 esquema é:

AXTOVX™ L VX (XT(XT, LX) e F(X™, ., X))

Este esquema é valido em todos os modelos standard de S,Z, e é a versao
formal do principio de que toda formula F(X™, ..., X™) com variaveis livres
determina um predicado.?? Entdo, considerando um g-modelo M = (F,, p),ren
para S,Z, tem-se que se U™, ..., U™ sdo elementos de F,,,...,F,, respectiva-
mente, e entdo o predicado F definido por

F(i) = {(X™, ..., X™): Myis f,U™,... . U™ sat F(X™,...,X™)}

para todo ¢ € I e atribuigdo f € As(M), pertence a F, (a terminologia ¢ a de
[52]). Consequentemente, o g-modelo é também um g-modelo para S,Z mais
o esquema da separacao, e um teorema de completude generalizada pode ser
obtido para essa logica estendida, do mesmo modo que em [52, pp. 76ss].

Um principio de separagdo ‘extensional’, ou seja, que diga que cada férmula
com variaveis livres determina uma relagao n-aria, pode ser adicionado a nossa
logica, assim como versdes adequadas®® de axiomas do infinito e da escolha.
No entanto, pensamos que o exposto seja suficiente para prover uma idéia de
como uma semantica fundada na teoria Qtraz vantagens para se exprimir fatos
mencionados anteriormente de constantes que ndo denotam e de predicados que
nao tém extensdo bem definida.

22Talvez seja conveniente lembrar que nas légicas intensionais usuais, o termo ‘predicado
n-ario’ nao significa ‘relagdo n-aria’, mas o que se denomina relation-in-intension (cf. [52, p.
67]).

23Como as apresentadas em [29] para a logica S..
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Capitulo 5

Fundamentos Logicos da
Individuacao

It is the theory which decides what we can observe.
A. Einstein

5.1 Nomologicidade e Loégica

Nesta segao, investigaremos com mais detalhe a légica subjacente a uma teo-
ria que admita que algumas das entidades béasicas de que trata sao unicamente
colecoes de propriedades,' ainda que ndo discutamos a natureza de tais pro-
priedades. Em certo sentido, admitimos que estamos investigando a légica sub-
jacente a uma ‘teoria negativa relativamente ao conceito de substancia’ [95].
Como vimos no Capitulo 1, essa posicao é bastante proxima da daquela que
admite que particulas elementares sdo objetos nomoldgicos, dados por leis. Este
conceito, como ja enfatizado, & incompativel com qualquer hipotese de uma
‘primitive thisness’, quid, ‘substratum’ ou haeceitty. Mais especificamente, o
que sustentaremos é que o que é para ser considerado um individuo depende
fortemente da logica que se considere. Em particular, exemplificando mais uma
vez com as entidades fundamentais de que trata a mecinica quantica, veremos
que a logica subjacente a uma teoria que admita entidades nomoldgicas é uma
l6gica nao-reflexiva, na qual a Lei de Leibniz, que mencionaremos abaixo, que
é um dos principios basilares da légica tradicional, nao pode ser vilida. Este
caso particular tem como pano de fundo nossa tese de certo modo anti-realista
de que, parodiando L. Wittgenstein, e dito de modo superficial e ndo preciso,
os limites de nosso mundo sao os limites de nossa matematica. Isso enfatiza o

1Tais entidades podem ser ditas serem ‘individuos de Russell’.
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papel primordial de se estudar e desenvolver légicas e mateméticas alternativas
& tradicional, como dissemos na Introdugao.

A Lei de Leibniz é o principio que informalmente assevera que ‘se os indi-
viduos a e b tém as mesmas qualidades, eles sao na realidade o mesmo indivi-
duo, ou seja, a = b, e conversamente’. Em uma linguagem de segunda ordem
com igualdade, sendo F' uma varidvel que percorre a colecao das propriedades
(atributos, ou qualidades) dos individuos a e b, a Lei de Leibniz se escreve
r =y < VFE(F(a) < F(b)).2

Suponha agora que A é um conjunto ndo vazio e que P é a classe dos
atributos dos elementos de A. Sem perda de generalidade, podemos assumir
que P é enumerével, de sorte que podemos chamar de Py, Ps, ... seus elementos.
Se x € A, vamos denotar por P, o subconjunto de P das propriedades de x.

Defini¢ao 5.1.0.1 Para cada © € A, chamamos de rank de x ( e escreve-se
rank(z)) ao menor inteiro A\ tal que existem Py, Py,,... Py, em P que indi-
vidualizam z, no sentido de que se y € A partilha com x (pelo menos) tais
atributos Py, entdo y = x, e isso ndo pode ser verificado por nenhuma cole¢io
com menos do que A predicados. Mais ainda, se x e y partilham wma mesma
colec@o de predicados, dizemos que x e y sdo indistinguiveis relativamente aos
atributos de tal colegcio (chamemo-la de C), e denotamos este fato escrevendo
r=cy.

Note-se que nao estamos fazendo suposicoes como acerca da existéncia do
rank de x. Deve-se raciocinar do seguinte modo: se existir um A como na
definicao precedente, entdo tal A é o rank de x. Por outro lado, também nao
estamos fazendo suposicao alguma acerca da natureza dos elementos do conjunto
A. Na verdade, essas coisas serao ventiladas abaixo.

Como consequéncia da definicao precedente, resulta que se x ¢ y, entdo
rank(x) ¢ rank(y), o que implica que AP(P(x) A—P(y)). Este resultado é uma
versao do Principio da Identidade dos Indiscerniveis.

5.1.1 Individuos

Seja A uma estrutura
A= (A, Po)rex

’ . , . ’ , .
na qual A C A e K & um conjunto de indices que contém somente indices

/ .
x1,Ta,..., T paraelementos © € A com xz; < rank(z),i=1,...,k. Em outras
palavras, as propriedades sdo escolhidas de sorte que elas ndo individualizem os
’ . .
elementos de A'. Se dispusermos de uma linguagem L com nomes a,b, ... para

os elementos de A, entdo se interpretarmos L em A, esta estrutura age como
que uma ‘estrutura parcial’ para os elementos de A com respeito a individuacgao.

2Logicas que violam essa lei foram por nés apresentadas em [69, 29].
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Vamos supor ainda que A possa eventualmente ser ‘estendida’ a uma estru-
tura total
B=(A,P)

na qual P é, como na se¢ao precedente, a colecao dos atributos dos elementos
de A. Em tal estrutura, os elementos de A podem ser ‘individualizados’.? Vem
entdo a seguinte defini¢io:

Definigao 5.1.1.1 Um objeto x € A" ¢ um individuo se a estrutura parcial
A pode ser estendida a uma estrutura total B como acima.

De imediato surge a seguinte questao: em virtude do qué a estrutura parcial
A nao poderia ser estendida a uma estrutura total B 7 Afim de articular uma
resposta, devemos analisar algumas relagoes entre a natureza dos elementos de
A', a possibilidade de estender A a Be a logica.

Chamemos de HIP. I (hipotese I) a suposogao (implicita acima) de que
A é um conjunto no sentido usual das teorias usuais de conjuntos, ou seja,
seus elementos podem ser considerados como entidades ‘individualizaveis’.? Em
outras palavras, os elementos de A, admitem algum Principio de Individuag&o.
Nesta situacao, dois casos podem ocorrer:
Caso A A estrutura A pode ser estendida a B. Nesta situacio, surgem dois
subcasos:

A1 Se a Lei de Leibniz vale, entao os elementos de A’ sdo individu-
alizados por suas propriedades contidas em P, e neste caso podemos
dizer que eles sao individuos no sentido da definicdo precedente.

A2 Se a Lei de Leibniz nio vale,’ entdo mesmo no caso de a e b
partilharem todos os mesmos atributos, nao podemos inferir que se-
jam a mesma entidade. Em outras palavras, as propriedades nao
seriam suficientes para a individualizacdo de uma entidade. Mas,
se a e b partilham das mesmas propriedades, em virtude do qué
poderiam nao ser a mesma entidade ? Aparentemente, sua individ-
uacao, ou caracteristica distintiva, sé poderia advir de algo ‘para
além das propriedades’, alguma espécie de quid no sentido ja alu-
dido no Capitulo 1. Esta questdo é delicada, e dificilmente haveria
uma resposta breve. Mas fica a questao de se tenta articular uma
adequada maneira de justificar essa situacdo. No entanto, afim de
avancar um pouco na problemadtica, podemos imaginar que a Lei de
Leibniz é simplesmente falsa, e isso pode se dar basicamente de dois
modos: (1) para a e b em A, temos a ¢ b mas nfo existe P € P
tal que P(a) A =P(b). Neste caso, a e b podem ser ditos diferirem
solo numero; (2) existe P como no item anterior, mas a = b. Isso no

3Mais & frente, falaremos algo acerca das propriedades possiveis dos elementos de A.

4Cantor dizia que um conjunto é uma colecio, reunida num todo, de objetos distintos de
nossa intuicdo ou pensamento [9, p. 85].

5Nossas Logicas de Schrédinger oferecem exemplos de sistemas logicos nos quais tal lei ndo
vale em geral. Ver [69, 29].
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entanto nao pode ocorrer em teorias nas quais os individuos sejam
nada mais do que a colecao de suas propriedades, posto que uma tal
P seria uma qualidade de a mas ndo de b, contrariando a hipotese
de que a e b sdo o mesmo objeto e de que um certo individuo deve
ter as mesmas qualidades que ele proprio.

caso B A estrutura .4 ndo pode ser estendida a uma estrutura 5. Dois subcasos
podem ocorrer:

B1 A Lei de Leibniz vale. Neste caso, apesar de ndo podermos
individualizar os elementos de A/, uma vez que a estrutura nao se
estende aquela que contenha as propriedades ‘essenciais’ dos objetos,
podemos pensar que se a estrutura pudesse ser estendida, entdo a
individuacao poderia ser alcancada. Neste sentido, os elementos de
A podem ser considerados como individualizados ‘conceitualmente’,
no sentido de [98, 99]. Em outros termos, podemos dizer que temos
unicamente ‘informagoes parciais’ acerca dos elementos de A/, uma
vez que eles nao podem ser discernidos uns dos outros mesmo no
caso da Lei de Leibniz valer na légica subjacente.

B2 Se a Lei de Leibniz nao vale, os elementos de A nédo podem
ser individualizados nem ao mesmo ‘conceitualmente’. Neste caso,
a hipotese HIP. I mencionada acima é questionada, uma vez que a
idéia intuitiva de objetos ‘individuais’ aparentemente perde o sen-
tido. Em outras palavras, nesta situacao nao podemos assegurar
que a a individualidade dos elementos de A possa ser conseguida, e
temos um exemplo de entidades tipicamente indistinguiveis.

Este dltimo caso merece explicacao mais detalhada. Com efeito, parece que
a natureza das entidades a serem consideradas depende da légica, posto que se
estamos dispostos a assumir que ha somente objetos que difiram ‘solo numero’,
devemos rejeitar a Lei de Leibniz e postular que A pode ser estendida a B.
Por outro lado, se a Lei de Leibniz nao vale, a impossibilidade de estender
A, no escopo de teorias que nao admitem ‘substratum’, é incompativel com
qualquer idiea intuitiva deum ‘individuo’, tal como ocorre com os quanta, como
enfatizaremos na sec¢io seguinte.

Nao obstante, cabe notar que independentemente do que sejam na realidade
0s objetos do dominio A (como objetos de uma certa ‘realidade’), o fato que se
esta expondo é que o que poderemos ou nao deles falar depende em boa medida
da logica utilizada.

5.1.2 Individuos e Propriedades

Em um sentido amplo, por uma propriedade de um objeto a, entendemos
qualquer sentenca, formulada em uma linguagem adequada, a qual possa ser
assertada verdadeiramente de a. Podemos representar tal fato por uma férmula
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A(z,y1,...,Yn), na qual x,y;, ¢ = 1,...,n sdo variaveis livres se A e z deve
ser instanciada por (um nome de) a. Deste modo, podemos dizer que ‘a é
azul’, ‘a estd entre b e ¢’, ‘a distancia entre a e b é menor do que a distancia
entre ¢ e d’, e assim por diante, ndo precisando nos restringir a propriedades
monédicas unicamente. Por simplicidade, representaremos a férmula acima por
A(z), enfatizando somente a varidvel x.

Hé& no entanto uma propriedade mondadica de a que merece consideragao a
parte. Trata-se do seguinte predicado I, definido por I,(z) < = = a (formulado
em uma linguagem com igualdade). Intuitivamente, I, expressa a propriedade
de ‘ser idéntico a a’, o que na légica usual obviamente é verificado por a, face
3 hipotese de que todo objeto ¢ idéntico a si proprio.® Além disso, chamamos
de Principio da Identidade dos Indiscerniveis (PII) o fecho universal da seguinte
formula:

(A(z) = Aly)) —z =y

na qual A é uma variavel que percorre a colecdo de todas as propriedades dos
objetos x e y.

Admitamos por um momento que PII é falso, valendo sua negagdo, por
exemplo na forma seguinte:

(A(z) = Ay)) nx #y

Nas teorias ‘negativas’ relativamente ao conceito de substancia, nas quais
nada hé para além das propriedades de um individuo, objetos x e y que veri-
fiquem a expressao acima diferem solo numero. O problema estd em se consid-
erar o predicado I, entre os possiveis atributos de a. Com efeito, nessa situacéo,
suponha que a e b sdo individuos distintos que verifiquem a negac¢io do PII posta
acima. Neste caso, desde que partilham todos os seus atributos, em particular
partilharao I, e entdao a = b, contrariando a hipotese de que sdo distintos. Em
outros termos, se I, é considerado entre os predicados de a, entao PII deve er
um teorema da légica subjacente.

O que resulta é que, se desejamos assumir que PII é um principio falso,” entdo
aparentemente devemos fazer uma restricao no que se entenda por ‘propriedades’
de um objeto, em especial eliminando coisas como I,. Essa atitude, no entanto,
nos parece ad hoc e nao justificada. Por que deveriamos eliminar certos atributos
possiveis apenas para nos conformarmos as derivagoes que desejarmos? Assim,
se desejamos trabalhar no escopo de uma teoria que ndo admita nada para
além das propriedades de um objeto, nenhuma espécie de quid, como parece
sugerir a mecanica quantica, e se PII nao deve valer, afim de que possamos ter,
como parece ser sugerido por essa teoria, entidades indistinguiveis sob todos os
aspectos, duas alternativas surgem naturalmente:

1. A logica subjacente deve ser tal que ambos a = b e a # b sejam admis-

siveis. As logicas paraconsistentes [15, 19] podem ser usadas para tal fim, e se

6Mais precisamente, a lei reflexiva da identidade asserta que Vz(z = ), e pode ser derivada
dos axiomas da identidade em linguagens de primeira ordem.

“H4 muita discussdo na literatura sustentando este ponto de vista. Ver [47, 50], nos quais
se mostra que o PII é violado na mecénica quantica.
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desejarmos que ndo valha a conjuncdo a = b A a # b, como parece sugerir a
intui¢ao, podemos usar uma légica de Jaskowski, que é um caso particular de
logica paraconsistente [?]. Neste caso, pode ocorrer que Ve P(X) A Jz—P(z),
expressao essa que é teorema em alguns céalculos paraconsistentes. Deste modo,
se = percorre a colecao dos atributos de a (hipotese essa que pode ser formal-
izada em uma adequada logica de ordem superior), entdo podemos interpretar
a férnula acima como indicando que ‘para qualquer propriedade P do objeto a,
o objeto b tem essa propriedade, mas ha uma propriedade especifica de a (que
pode ser I,) que b ndo possui’. Desse modo, isto é, mediante um adequado
cambio da légica subjacente, nao precisamos fazer suposicoes ad hoc acerca das
propriedades possiveis de um objeto.

2. Negar o status de individuos aos objetos em consideracao.

Esta hipétese de fato merece expliccao adicional. Com efeito, ja discor-
remos suscintamente acerca da dificuldade que h& com o conceito de objeto
fisico. Nao obstante, podemos citar algumas das caracteristicas principais do

que chamariamos de ‘individuo classico’:®

1. Tais individuos tém existéncia no espago e no tempo.

2. Persistem no tempo, de sorte que faca sentido dizer de um certo indivi-
duo que ele pode ser identificado como sendo o mesmo objeto que tenha
existido em um tempo precedente.

3. Sao objetos de predicacao, no sentido de que possa-se dizer de um indivi-
duo que ele tem propriedades.

4. Sao individualizaveis, podendo ser nomeados, contados, ordenados.

5. Suas propriedades podem ser reorganizadas, no sentido de que ha diferenca
entre um primeiro individuo ter uma propriedade P e um segundo ter a
propriedade @ e o inverso. Em especial, se permutarmos dois individuos
distintos de posic¢do, obtemos uma configuragdo que é em algum sentido
distinta da anterior, que precedia a permuta.

Para que se possa asseverar de uma certa entidade as caracteristicas acima,
deve-se, ao menos conceitualmente —i.e., ainda que nao na pratica— pensé-lo
como nomedvel, individualizavel e, assim, distinguivel de outros. Por um nao-
individuo, por outro lado, devemos entender uma entidade que viole essas car-
acteristicas, por exemplo: um ndo-individuo nao pode ser ‘nomeavel’, ou seja,
receber um rétulo.’ Um ndo-individuo nio pode ser considerado idéntico ou
distinto de outros, posto que neste dltimo caso, teriamos que dizer em que sen-
tido ele seria distinto dos demais. Por outro lado, se fosse idéntico a outros, ndo

8Baseamo-nos em [99].
9Schrédinger dizia que “ndo se pode nomear um elétron, pinta-lo de vermelho” [102].
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haveria mais do que um individuo. Aparententemente, a questdo é que palavras
como ‘idéntico’, ‘distinto’ sdo completamente dialitezadas nesse contexto.'®
Evidentemente, por tudo o que ja se disse, as particulas elementares da fisica
atual constituem o melhor exemplo que temos de entidades nao individuais no
sentido acima. E, do que se viu, concluimos que se estamos para considerar nao-
individuos de alguma espécie, em especial aceitando que falar de sua identidade
ou diversidade nao faz sentido, entdao o PII nao pode ser aplicidvel. Reciproca-
mente, se PII nao vale e se estamos admitindo que nao ha quid, entao neces-
sariamente nossa ontologia deve ser a de nao-individuos de alguma espécie.

10Schrédinger tambem dizia que o conceito de identidade carece de sentido para as particulas
elementares da fisica atual [101]. Ver os nossos [69, 29].
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Capitulo 6

Conclusoes

E preciso forjar muitos pensamentos, no muitos conhec-
imentos.
Demécrito (c. 460-370 a. C.)

No ultimo Capitulo, relacionamos alguns assuntos ao tema desta tese afim
de mostrar que uma solucao ampla ao Problema de Manin exige que se leve
em conta uma série ampla de fatores, que vao desde a mecanica quantica pro-
priamente dita & eventual necessidade de se considerar logicas alternativas &
classica, assim como teorias de conjuntos alternativas ds usuais, sem esquecer
toda a problematica de natureza filoséfica que estd por tras disso tudo, e que
nao pode em hip6tese alguma ser desmerecida, posto que sua discussao pode
motivar desenvolvimentos alternativos do ponto de vista matemético.

Na atualidade, nao s6 é preciso reconhecer que os fundamentos da matemaética
constituem uma disciplina matematica com caracteristicas proprias,! mas que
um trabalho atual abrangente nessa &rea nao pode desconsiderar assuntos como
as matematicas nao cantorianas, as logicas heterodoxas e as matematicas nelas
fundamentadas. Ademais, ndo se deve indagar tdo somente acerca do trabalho
puramente matemaético que possa ser realizado em cada uma dessas vertentes,
como foi a tona das pesquisas fundacionistas deste século mas, tendo-se em
vista as motivagoes oriundas das mais diversas disciplinas cientificas, o cientista
(diriamos, o ‘fundacionista’) deve estar também habilitado a erigir sistemas
logico-matematicos alternativos que possam ser tteis a uma determinada area
do saber, via de regra baseando-se em dispositivos que podem se desviar sub-
stancialmente da matemética e da légica padrao.

O caso aqui ilustrado da mecanica quantica e da questao da identidade e

1Pode-se ver [46, 56, 94] sobre este ponto.

69
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da individualidade das particulas elementares é apenas uma dessas situacoes.
Outras poderiam ser mencionadas, como por exemplo na biologia, onde ainda
se espera pelo desenvolvimento de uma mereologia adequada.

O que se aprende dessa profusao de sistemas logico-mateméaticos alternativos,
e das possibilidades de se desenvolver aquele que se ache ser melhor adaptadado
a uma situacao particular, é que ndo ha modo tnico de se edificar uma disciplina
cientifica, mas também aprende-se que nao ha esta ou aquela formulacdo que
deva, in principio, ser considerada como superior as demais. Dentre todas
as ‘possibilidades’, compete ao cientista decidir qual a que melhor se adapta
aos seus interesses particulares de momento, seja pela simplicidade, seja pela
capacidade explicativa, seja pela intuitividade ou outro critério, nada impedindo
que, se as finalidades forem outras, uma outra base fundacional seja a utilizada.

Deste modo, pode-se fundamentar a mecanica quantica na matematica tradi-
cional (como faz a interpretacdo de Copenhagen), ou entdo via uma teoria de
quase-conjuntos (tema ainda por ser adequadamente desenvolvido), ou ainda via
uma ‘mereologia quantica’ no sentido apontado no Capitulo precedente, dentre
outras possibilidades (logicas de Schrodinger, por meio de quasets, 16gicas sor-
tais, etc.)

A ‘grande verdade’, se é que pode-se dizer que ha uma, poderia ser iluminada
pelo seguinte dito de C. S. Peirce, o qual fundamentou um dos desenvolvimentos
mais interessantes que se pusseram na literatura recentemente, aquele da quase-
verdade, ou verdade pragmdtica [16]:

Consider what effects, that might conceivably have practical bear-
ings, we conceive the object of our conception to have [ou seja, nossas
teorias]. Then, our conception of those effects is the whole of our
conception of the object. (citado em [16])

Ou seja, dada uma certa abordagem fundacional a determinada disciplina,
ela serd ‘util’ se seus efeitos forem aqueles esperados, podendo eventualmente
uma, abordagem alternativa ser mais adequada para outros propositos. Nao
h& regra geral que ‘force’ uma determinada disciplina cientifica ser desta ou
daquela maneira no que se refere aos seus fundamentos logico-matematicos, a
conveniéncia, dentre outros critérios, devendo prevalescer sempre.

Para finalizar, gostariamos de explicar algo acerca desta tese. Ainda que
neste ponto sejamos popperianos em acreditar que as dificuldades em se elabo-
rar um trabalho académico s6 possam eventualmente interessar a um eventual
bidgrafo do cientista, o trabalho devendo ser julgado pela sua ‘objetividade’ (no
sentido de ser um objeto do mundo 3 de Popper), alertamos que esta tese foi to-
talmente escrita durante Julho e comego de Agosto de 1995; isso talvez explique
(ainda que néo justifique) termos deixado tantos temas, aqui mencionados, sem
uma, solucao adequada ou ao menos um encaminhamento satisfatério. Esper-
amos no entanto que as idéias aqui ventiladas possam motivar outros trabalhos,
de certo modo realizando o dito de Demécrito mencionado na epigrafe, mas
que tais trabalhos futuros engendrem também mais ‘conhecimentos’ acerca dos
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fundamentos das disciplinas cientificas em geral, mormente a partir da base que
se alcancou com a matematica deste século.?

2Ainda que, no que se refere ao dito de Demdcrito, malgrado o grande problema de in-
terpretagdo, que ndo precisa ser aqui repetido, entendamos que para forjar pensamentos em
ciéncia seja imperioso um grande conhecimento.
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